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Prefacio

Hoy dia, al estudiar la gcometria, los
alumnos aprenden diferenles concoptos y me-
dios de resolucion de fos problemas, pero pre-
cisamente sun variedad deja poco tiempo para
adquirir habitos en la soluciéon de estos pro-
blemas. Sin duda, es discutible la cuestion
de hasta qué grado es importante aprender a
solucionar los problemas geométricos dificiles.
Puede ser que, realmente, para los que enlazan
su futuro con las profesiones de matematico o
programador, es mas util ocupavse de los proble-
mas de logica combinatoria, estudiar los
principios del andlisis y apronder a componer
programas para los ordenadores. Sin embargo,
el autor comsidera que uwna imaginacion geo-
métrica desarrollada es una cualidad necesaria
para el futwure malemdtico y util para los
futuros ingenieros, {isicos, constructores, ar-
quitectos y muchos otros especialistas.

En el primer apartado, sobre todo e¢n su
segunda mitad, se encuentran problemas bas-
tante difieiles. En el segundo apartado, des-
tinado para un lector apasionado por la geo-
metria, la dificultad de los problemas crece,
aunque también aqui cada parrafo empieza
con prohlemas de introduccidn relativamente
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simples. Los criterios mas importantes em-
pleados al elegir los problomas fueron: el
caracter natural de la enunciacion, la solu-
cion por medio de la geometria, el caracter
inesporado del resnltado y la originalidad del
problema.

Pese a la clasificacion en lo fundamental
segiin el objeto que figura en ¢l problema, el
autor no intent6é sistematizar los problemas
por tipes y métodos de soluciéu, por su perte-
nencia a uno u otro apartado de la geometria.
En esencia, casi cada problema geométrico
(en comparacién con los ejercicios rutinarios
para solucionar las ecuaciones, las desigualda-
des, etc.) es original: para solucionar cada
uno de éstos hay que hallar qué construccio-
nes adicionales deben hacerse, qué férmulas y
teoremas es necesario usar. Por eso el presente
libro de ningin modo puede considerarse
como una coleccién de problemas del curso
sistematico de gcometria; mds exaclamente,
es una coleccién de diferentes hallazgos geo-
métricos, cuyo ohjetivo consiste en demos-
trar la elegancia de los procedimientos de
geometria clomental aplicados con el fin de
demostrar y calcular (sin recurrir al empleo
del dlgebra vectorial y usando al minimo el
método de coordenadas, las transformaciones
geométricas y, quizds, un poco mis la trigo-
nomelria). :

El primer apariado empieza con un con-
junto de hechos geométricos que confinan
al curso de geometria que se estudia en 6—8
grados de secundaria. Muchos de’ellos figuran
en los manuales de escuela Lradicionales. Ade-
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mids, en este apartado fueron reunidos los pro-
blemas (en lo fundamental para «calcular
los elementos de las figuras gecométricas) desti-
nados para reforzar el conocimiento de las
formulas y los teoremas fundamentales estu-
diados, desarrollar la técuica de resolucién
de problemas geométricos. La practica de
resolucién de problemas ayudard al lector
a prepararse para los exdmenes escolares y los
de ingreso a la Universidad. La primera milad
de este apartado contieno unos problemas rela-
tivamente simples, por lo cual tiemen sélo
las respnestas, més adelante la complejidad
de los problemas crece, a éstos acompafian
indicaciones de como hay que solucionarios
o resoluciones detalladas.

Es dificil garantizar que el autor en cada
caso logre enconlrar la via «éptima» de solu-
cién sin hablar ya de que algunos problemas
{(aunquie, por lo visto, no muchos) el experto
en geomelria regolveria de manera mas breve,
aprovechando la inversion, los métodos de
geometria proyectiva, ete. El autor preme-
ditadamente no ha trazado todos los enlaces
y generalizaciones posibles de los problemas,
como lo hacen los matlematicos tedricos que
desean descubrir en cada caso concrelo el
hecho general mis transparente desde el punto
de visia dc la légiea, sino que ha actuado, mas
bien, como un fisico prictico que debe resolver
un problema concreto ateniéndose al criterio
siguiente: si no se descubre una solucion sim-
ple v elegante hace falta «calcular». Probable-
mente, algunos lectores no renunciaran al
placer de hallar una solucion mejor a algunos
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problemas propuestos por el awtor. No obstan-
to, hay que indicar gue alguuos problemas son
bastante dificiles. Si sc trata de resolverlos en
la escuela, éstos pueden representar interés
como tema de un informe en un circulo de
interés.

Aunque la originalidad de los problemas
reunidos en el libro es distinta, ¢l autor, sin
embargo, guarda la esperanza de que parle de
la coleccién representada aqui interese tam-
bién a los aficionados a la geometria,

Notemos que en algunos casos log proble-
mas tienen s6lo el plan de resolucién o se
examina uno de los casos posibles. La noce-
sidad de analizar por turno los diferentes casos
posibles en la disposicion de las figuras es una
inconveniencia quo se encuentra con frecuen-
cia en las demoslraciones de geometria cle-
mental; ésla desaparece, como regla, al pasar
a log vectores, los «ingulos dirigidos», el
mélodo de coordenadas, ete.; es cierto ¢ue
ademas a menudo desaparcce Lambién la
misma geometria.

A [in de hacer el libro comprensible para
los lectores de dilerenles gencraciones y con
distintos niveles de preparacién se ha elegido
una terminologia que no coincide completa-
mente con fa aceplada hoy dia en la cscuela.
Las figuras congruentes sc laman simple-
mente «igualesy, no se emplean los signos y las
designaciones: =<, [AR], (AB), elc. En algu-
nos casos particulares, cuando se trata, por
ejemplo, del tridngulo ABC, se emplean las
designaciones: Z A4, sen 4, lo c¢ual significa

L.BAC, sen L BAC.



I. Hechos y teoremas geométricos
fundamentales. Problemas de
célculo

I.1. Demosirar que las medianas en el
triangulo se intersecan en un punto y se
dividen por éste en razén de 1:2.

1.2, Demostrar que las medianas dividen
el tridngulo en seis partes equivalentes.

I.3. Demostrar que ¢l didmetro de la cir-
cunferencia que circunscribe un triangulo es
igual a la razén entre su lado y el seno del
dngulo opuesto.

L.4. Supongainos que el vértice de un
dngulo se encuentra fuera de wn circulo y
sus lados intersecan fa circunferencia. Demos-
trar que la magnitud del fingulo es igual a la
semidiferencia entre los arcos cortados por
sus lados en la circunferencia, dispueslos en el
interior del dugulo.

I.5. Supongamos gue el vértice de un
angulo se halla dentro de un circulo. Demos-
trar que la magnitud del dngnlo es igual a la
semisuma de los arcos, uno de los cuales se
encuentra entre sus lados, mientras que el
otro se halla entre sus prolongaciones mas
alla del vértice del dngulo.
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I.6. Sea AB la cuerda de una circunferen-
cia; , la tangente a la misma (4 es el punto de
tangencia). Demostrar que cada uno de los
dos angulos ontre AB y I s¢ determina como la
mitad del arco de la circunferencia compreudi-
da on el interior del dngulo examinado.

1.7. Por el punto M sitnado a la distancia
a dol centro de la circunferencia de radio
R (a > R), estd t(razada una sccante que
corta la circunferencia en los puntos 4 y B.
Demostrar que | MA |-| MB | es constante
para todas las secautes y ¢s igual a ¢* — £°
(al cuadrado de la longitud de la tangonte).

1.8, Por el punto M que se halla a una
distancia « del centro de nna circunferencia
de radio R {a << R), pasa la cuerda AB.
Demostrar que | AM |-| MB | es constante
para todas las cuerdas y es igual a 122 — &%

[.9. Sea AM la Dbisectiriz del tridngulo
ABC. Demostrar que |BM | |CM | =
= |43 |: | AC |. Lo misimo cs cierto para la
bisectriz del angulo exterior del tridangulo. {(En
este caso M se halla en la prolongacién del
lado BC).

1.10. Demostrar que la suma de las diago-
nales al cuadrado de un paralelogramo cs igual
a la suma de sus lados al cuadrado.

1.11. Los lados de un triangulo sov a, b
y c. Demostrar que la mediana m, trazada
hacia el lado a se caleula por la formula

m, -_-..‘T V3IE ¥ 2¢ a2,

I.12. Tenemos dos tridngulos con un veérti-
ce A comun, los demads vértices se encuentran
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en dos rectas que pasan por A. Demostrar
que la razén enlre las dreas de estos tridngulos es
igual a la razén entre los productos de loy dos
lados de cada tridugule que contienen el vér-
tico A.

1.13. Demostrar que el arca de un poligono
circunserilo es igual a rp, donde r es cl radio
de la circunferencia inscrita, p, su semipori-
metro (como caso particular, esta [érmula es
valida para el tridngulo).

I.14. Domostlrar que el drea del cuadrila-
tero es ignal al semiproduclo de las diagonales
por el seno del dngule comprendido entre
estas.

1.15. Demostrar la validez de las formulas
siguientes para calcular ¢l drea del tridngnlo:

“sen IFsen € b
S-S0 " §=2R?sen A sen B senC,
2sen A

donde A, B, € son los dngulos del teiangulo,
a, el lado dispuesto frente al dngulo 4, R,
el radio del circulo circunscrilo.

I1.16. Demostrar que el radio de la circun-

ferencia inscrila en un trifngulo rectangulo se
. . -b—
determina por la férmula r = ﬁ-—g—c,
donde ¢ y 6 son los catetos y e, Ia hipotenusa.
1.17 Demostrar que si ¢ y & son dos lados
de un triangulo. @ es el dngulo ealro éstos y
I, la biseetriz de este dngulo, entonces

Zabcos,—a
= 2
- a+b
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1.48. Demaostrar gue las distancias desde
el vérlice 4 del tridngulo ABC hasta los pun-
tos de tangencia de los lados AB y AC con la
circunferencia inscrita son iguales a p — «,
donde p c¢s el semiperimetro del trianguio
ABC, u = | BC |

1.19. Demostrar que &i en ¢l cuadrilatero
convexo ABCD se cumple la relacion | AB | +
4 |CD | = | AD | + | BC |, deberd existir
una civecunferencia gue contacle con todos sus
lados.

£.20. a) Demostrar que las alturas en un
triangulo se intersecan en un punto. b) De-
mostrar que la distancia desde el vértice de
un triangulo hasta el punto de inlerseccion de
sus alturas es dos veces mayor que la distancia
degde el cenlro del circulo circunscrito hasta
el lado opucsto.

b o $

1.21. En el lado de un angulo recto con
el vértice en ol punto O se toman dos puntos
A y B, siendo quo |OA | =@, |OB | = b.
Hallar el radio de la circunferencia que pasa
por los puntos 4 y B, a la ecnal es tangente el
otro lado del dngulo.

1.22. La hipotenusa de un tridngulo rec-
tangulo es igual a ¢ y uno de los Angulos agu-
dos es igual a 30°. Encontrar el radio de la
circninferencia con el centro en el vértice del
angulo de 30° que divide ol tridngulo dado
en dos partes cquivalentes.

1.23. Los catetos de un itriangulo rectan-
gulo son a y b. Encontrar la distancia desde
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ol vértice del dngulo recto hasta el punto de
la circunferencia inscrila, mas proximo a
aquél.

I.24. La mediana de un tridngulo rectdan-
gulo es igual a m y divide el dngulo recto en
razon de 1:2. Hallar el drea del (ridngulo.

1.25. Los lades del tridingulo ABC son
{RC |=a, |CA | =0, | AB | =¢. Deter-
minar la refacién, en la enal el punto de inter-
seccion de Jas Disectrices divide |a hiseclriz
del angulo B.

1.26. Demostrar que la suma de las dis-
tancias desde cualquicr punto de la base del
triangulo isésceles basta sus lados es igual a la
altura de este triangnlo trazada hasta el lado
de éste.

1.27. Demostrar gque la suma de las dis
tancias desde cualguier punlo interior de un
triangulo regular hasta sus lados es igual a
la altura de este tridngulo.

1.28. Sobre la base AC del tridngulo isos-
celes ABC se toma un punto M de manera
que |AM }=a, |MC|=b. Enlostrian-
galos ABM y CBM estian inscrilas circun-
ferencias. Hallar la distancia entre los puntos
de tangencia del lade BM con estas circun-
ferencias.

1.29. Un paralelogramo con los lados «
y b y el dngulo o tiene trazadas lag hisectrices
de los cnatro dngulos. IHallar el &rea del cuadri-
litero limitado por las bisectrices.

1.30. Un rombo, cuya altura es 2 y el
angulo agudo a« tiene inscrita una circunfe-
rencia. Hallar el radio de la ciccunferencia
mayor de las dos posibles, cada una de las
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cuales se roza con la cirennferencia dada y
con dos lados del rombo.

1.31. Determinar el angulo agudo de un
rombo, cuyo lado es la media proporcional
de sus diagonales.

£.32. Las diagonales de un cuadrilitero
convexo son a¢ v b, y los segmentos que unen
los puntos medios de los lados opuestos, son
ignales. Hallar el area del cuadrildtero.

1.33. El lado 4D del rectingulo ABCD
es lres veces mayor que ¢l lado 475; los puntos
M y N dividen AD en tres partes iguales.
Hallar ZAMB + LANB + ZADB.

I1.34. Dos circunferencias se intersecan en
los puntos A y B. Por el punto 4 pasan las
cuerdas AC y AD que tocan las cirennferencias
dadas. Demostrar que | AC |*>.| BD | =
= | 4D - | BC \.

1.35. Demostrar que la bisectriz del angu-
lo recto de un tridngulo rectangulo divido por
la mitad el Angulo entre la mediana y la altura
bajadas sobre la hipotenusa.

1.36. En una circunferencia de radio r
estin elegidos tres puntos de manera que la
circunferencia queda dividida en tres arcos
que se relacionan como 3:4:5. Desde los pun-
tos de division hasla la circunferencia estén
trazadas tangentes. ITallar el drea del tridngu-
lo formado por estas tangentes.

1.37. Alrededor de una circunferencia esta
circunscrilo un trapecio isdsceles con el lado
igual a I, siendo una de las bases dc éste igual
a a. Hallar el area del trapecio.

I.38. Dos rectas paralelas a las bases de
un trapecio dividen cada nno de sus lados en
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tres partes ignales. Todo el trapecio se en-
cuentra dividido por aquéllas en tres partes.
Hallay el drea de la parte media, si las dreas
de las partes exiremas son S; y §,.

1.39. En el trapecio ABCD | AB | = a,
| BC | = b (a 5= b). Determinar si la bisec-
triz del angulo A corta la base BC o el lado
CD.

I.40. Hallar la longitud del segmento de
una recla paralela a las bases de un trapecio,
la cual pasa por el punlo de interseccion de
las c}iagonales, si lag bases del trapecio son
ay b

I.41. En un trapecio isésceles circunscrito
alrededor de una circunferencia la razon de los
lados paralelos es igual a k. Hallar el angulo
de la base.

§.42. La base AB del trapecio ABCD es
a y la base CD, b. Hallar el drea del trapecio,
si se sabe que sus diagonales son las bisectri-
ces de los dngulos DAB y ABC.

1.43. La base media de un trapecio isosceles
es a y las diagonales son mutuamente per-
pendiculares. Hallar el drea del trapecio.

1.44. El 4rea de un trapecio isésceles cir-
cunserito alrededor de un circulo es igual a §
y su altura, dos veces menor que su lado.
Determinar el radio del circulo inscrito en
el trapecio.

[.45. Las dreas de los tridngulos forma-
dog por segmentos de lag diagonales de um
trapecio y sus bases son S; y §,. Hallar el
area del trapecio.

1.46. El angulo 4BC del tridngulo ABC
es igual a «. Hallar el 4ngulo AOC, donde
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O es el centro de la circunferencia ins-
crita. K
© L.47. Un {ridngulo rectdngulo ticne tra-
gzada la biscetriz del angulo recto. Hallar 1a
distancia entre los puntos de intersecciéon de
las alturas de los dos {ridangulos formados, si
los catetos del tridngulo dado son a y b.

I1.48. Una recta perpendicular a dos lados
de un paralelogramo divide éste en dos tra-
pecios, en cada uno de los cuales sc puede ins-
cribir una circunferencia. [Tallar el angule
agudo del paralelogramo, si sus lados son
iguales a @ y b (a <C b).

I.49. Se da un semicirculo, cuyo didmetro
es AB. Por el punto medio de la semicircun-
ferencia sc {razan dos rectas que dividen el
semicirculo en tres partes de dreas equivalentes.
(En qué razén dividen estas rectas el didmetro
AB?

1.50. Se da el cuadrado ABCD, cuyo lado
es a, y estan construidas dos circunferencias.
La primera circunferencia se encuenira total-
mente en el interior del cuadrado ABCD y
es tangente al lado AB en £, asi como con el
lado BC y la diagonal AC. La segunda cir-
cunferencia con su centro en el punto 4 pasa
por el punto E. Hallar el drea de la parte
comin de los dos circulos limitados por estas
circunferencias,

I.51, Los vértices de un hexigono regular
con el lado 2 son los centros de circunferencias,

cuyos radios son igunales a /) 2. Hallar el
drea de la partc del hexdgono dispuesta fuera
de estas circunferencias.

2~0475 17



£.52. Fuera de una circunferencia de radio
R se toma el punlo 4, desde el cual estan
irazadas dos secantes: una de éstas pasa por el
centro, mientras que la otra pasa a una distan-
cia 12/2 del mismo. Hallar el area de la parte
del circulo dispuesta entre eslas sccantes.

1.53. En el cuadrilitero ABCD se cono-
cen los Aangulos: /DAB = 90°, LDiC =
= 90°. Ademids, | DB | = a, | DC | = b. Ila-
Nar la distancia entre los centros de dos cir-
cunferencias, una de las cuales pasa por los
puntos D, A y B y la otra, por los puntos
B, CvyD.

1.54. En los lados A8 y AD del rombo
ABCD se cligen dos puntos M y N de manera
que las recltas MC y NC dividen el rombo en
tres partes de Areas iguales. Hallar | MA |, si
| BD | = d. B

1.55. En el lado AB del tridngulo ABC
se toman dos puntos M y N de manera que
1AM | : \ MN |: | NB | = 1:2:3. Por los pun-
tos M y N estan trazadas rectas paralelas al
lade AC. Hallar el area de la parte del trian-
gulo comprendida entre estas rectas, si el
area del tridngulo ABC es igual a §.

I.56. Se da una circunierencia y un punto
A foera de ésta. AB y AC son tangentes a la
circunferencia (8 y C son los puntos de tan-
gencia). Demostrar que el centro de la cir-
cunferencia inscrita en el triangulo ABC se
halla en la circunferencia dada.

1.57. El tridngulo equilatero ABC esté
inscrito en una circunferencia y en el arco BC
se toma un punto arbitrario M. Demostrar que
|AM |= |BM |+ |CM |

18



[.58, Sea H el punto de interseccién de
las altoras del AABC, lallar los dngulos del
AABC, si LBAH = o v LABH = §.

1.59. El érea de un rombo es S; la suma
de sus diagonales, m. Hallar el lado del rombo.

1.60. Un cunadrado de lado a estd inscrito
en una circunferencia. Hallar el lado del cua-
drado inscrito en uno de los segmentos obteni-
dos.

1.61. En un segmento con un arco de 120°
y una altura & esta inscrito el rectangulo ABCD
de manera que | 4B }:|BC | = 1:4 (BC sc
halla sobre la cuerda). IEincontrar el area del
rectangulo.

1.62, El areca de un anillo circular es igual
a S. El radio de la circunferencia mayor es
igual a la longitud de la menor. 1lallar el
radio de la circunferencia menor.

I.63. Expresar el lado de un decigono re-
gular a través de R que es el vadio de la cir-
cunferencia circunscrita.

I1.64. Hacia una circunferencia de radio
R desde el punto exterior A estan trazadas
las tangentes MA y MB que forman cl angulo
«. Determinar el drea de la figura limitada

por las tangentes y el arco menor de la cir-
cunferencia.

1.65. Vienc dado el cuadrado ABCD de
lado a. Hallar el radio de la circunferencia
que pasa por el punlo nedio del lado AB, el
ceniro del cuadrado y el vértice C.

1.66. Se da un rombo con el lado a y el
dngulo agudo «. Hallar el radio de la circun-
ferencia que pasa por dos vértices vecinos del
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rombo ¥ toca ¢l lado opuesto del rombo o su
prolongacién.

1.67. Se dan tres circunferencias de radio r
que se rozan de dos en dos. Hallar ¢l area del
tridngulo formado por tres rectas, cada una
de las cuales es tangente a dos circunferencias
vy no corta la tercera.

1.68. Cierta recta tiene un punto de tan-
gencia en M con una circunferencia de radio r.
En esta recta, a ambos lados del punto M
se toman los puntos 4 y B de manera que
| MA | = | MB | = «. Hallar el radio de la
circunferencia que pasa por A y B y se roza
con la circunferencia dada.

1.69. Viene dado el cuadrado ABCD cuyo
lado es a. En su lado BC se toma el punto M
de manera que |BM | =3 |MC\| y en el
lado CD, cl punto N de modo que 2 | CN | =
= | ND ). Hallar el radio de la circunferencia
inscrita en el tridngnlo AMN,

1.70. Se da el cuadrado A BCD de lado a.
Determinar la distancia entre el punto medio
del segmento A M, donde 11 es el punto medio
de BC, y el punto N en el lado €D, que divide
éstg de tal manera, que |CN |: |ND | =
= J:4.

I.74. Desde el vértice 4 del tridngulo
ABC sale una recta que divide por la mitad
la mediana BD (el punto D se halla sobre el
lado AC). ¢(En qué razdn esta recta divide el
lado BC?

I.72. El cateto CA del tridngulo rectangu-
lo ABC es igual a b, el cateto CB, a a; CH
es la altura, AM, la mediana. Hallar el drea
del tridngulo BMH.
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1.73. En el triangulo isosceles ABC
/A =a>90°y | BC|= ¢ Hallar la dis-
tancia entre el punto de interseccion de las
alturas y el centro de la circunferencia cir-
cunscrita.

1.74. Alrededor del tridngulo ABC, en el
cual | BC|=4a, £ZB=a, £C =B, esta
circunscrita una circunferencia. La bisectriz
del 4ngulo 4 cortla la circunferencia en el punto
K. Hallar | AK |. .

1.75. En una circunferencia de radio R
estd trazado el didmetro y sobre éste se toma
el punto A a una distancia a de su centro.
Hallar el radio de la segunda circunferencia
que entra en contacto con el didmetro en el
punto A y es tangente por interior a la
circunferencia dada.

1.76. Una circunferencia tiene trazadas
tres cuerdas que se intersecan dos a dos. Cada
cuerda estd dividida por los puntos de inter-
seccién en lres paries iguales. Hallar el radio
de la circunferencia, si una de las cuerdas es
igual a a.

I1.77. Un hexigono regular estd inscrito
cn una circunferencia, mientras que el otro
esld circunscrito alrededor de ésta. Hallar el
radio de la circunferencia, si la diferencia de
los perimetros de estos hexagonos es igual a a.

1.78. En el tridngulo regular ABC, cuyo
Jado es ignal a a, estd trazada la altura BK.
Los tridingulos ABK y BCK tienen inscritas
sendas circunferencias, a lag cuales esti traza-
da la tangente exterior comun distinta del
lado AC. Hallar el drea del tridngulo cortada
por esta tangente del tridngulo ABC,
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1.79. Los &ngulos del cuadrilitero inscri-
to ABCD son /DAB =a, LABC =,
£ BKC = y, donde K es el punto de inter-
seccion de las diagonales. Hallar £ ACD.

1.80. Las diagonales del cuadrildtero ins-
crito ABCD se intersecan en el punto K. Se
sabe que |AB | =a, |BK|=b, 4K | =
=c¢, |CD | =d. Jalar | AC |.

L.81. Un trapecio estd inscrito en una cir-
cunferencia. La base del trapecio forma con
su lado el dngulo « y con la diagonal, el dngulo
. Hallar la razén entre el irea del circulo y
la del trapecio.

1.82. La base 4D del trapecio isésceles
ABCD es igual a a, la base BC es igeal a b,
| AB | = d. La recta trazada por ol vértice B
divide por la mitad la diagonal AC y corta
AD en el punio K. Hallar el srea del Lridangu-
lo K.

1.83. Hallar la suma de las distancias al
cnadrado desde el punto M, tomado en el
didmetro de cierta circunferencia, hasta los
extremos de cualquicra de las cuerdas parale-
las a este didmetro, si el radio de la circun-
ferencia es igual a R y la distancia desde M
hasta el centro de la circunferencia es igual a a.

1.84. Una cuerda comin a dos circunfe-
'encias que se intersecan, se ve desde sus
sentros bajo los dngulos de 90° y 60°. Hallar
08 radios de las circunferencias, si la distancia
:nire sus centros es igual a a.

1.85. Viene dado el tridngulo regular ABC.
3l punto K divide su lado AC en razon de
21 y el punto A7 divide el lado AB en razén
le 1:2 (contando en ambos casos desde el vér-
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tice 4). Demostrar que la longitud del seg-
mento KM es igual al radio de la circunferen-
cia descrita alrededor del tridngulo A BC.

1.86. Dos circunferencias con radios R y
R/2 tienen un contacto exterior. Uno de los
extremos de un segmento de longilud 2R for-
ma con la linea de centros un angulo igual a
30° y coincide con el centro de la circunfe-
rencia de radio menor. (Qué parte del seg-
menlo se halla fuera de ambas circunferencias?
(El segmento corta ambas circunferencias.)

[.87. El tridngulo ABC Llienc trazadas la
mediana BK, la biseciriz BE v la altura AD.
[allar la longitud del lado AC, si se sabe
que las rectas BK y BE dividen el segmento
AD en (res partes iguales y | AB | = 4.

1.88. La relacion entre el radio de la cir-
cunferencia inscrita en un tridngulo isésceles
v el radio de la circunferencia circunscrita
alrededor de estc mismo triangulo es igual
a k. Hallar el dngulo contiguo a la base del
tridngulo.

1.89. Hallar el coseno del angulo conti-
guo a la base del tridngulo isésceles, si el
punto de interseccién de sus alturas se halla
en la circunferencia inscrita en el tridngulo.

1.90. llallar el 4rea de un pentdgono limi-
tado por las rectas BC, CD, AN, AM v BD,
donde 4, B v D son tres vértices del cuadrado
ABCD, N es el punto medio del lado BC y M
divide el lado CD en razén de 2:1 (calculando
a partir del vértice C}), si el lado del cuadrado
ABCD es a.

[.91. En el tridngulo A BC se dan: L BAC=
= a, LABC = §. Una circunferencia con el
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centro en B pasa por A y corta la recta AC
en el punto K distinto de 4, y la_ recta BC,
en los puntos £ y #. Hallar los dngulos del
triangulo EKF.

1.92. Viene dado un cuadrado con el lado
a. Hallar ¢ 4rea de un tridngulo regular, uno
de cuyos vértices coincide con el punto medio
de uno de los lados del cvadrado y los otros
dos se encuentran en las diagonales del cua-
drado.

1.93. En los Jados del cuadrado ABCD sc
toman los puntos A, N y K, donde M es el
punto medio del lado 4B, N sc halla en ol
lado BC, ademés, 2 | BN | = | NC |, K per-
tenece al lado DA, con la particularidad de
que 2 | DK | = | KA |. Hallar el seno del
angulo comprendido entre las rectas MC y
NK.

1.94. Por los vértices A y B del triingulo
ABC pasa una circunferencia de radio r que
corta el lado BC en el punto D. Hallar el
radio de la circunferencia que pasa por los
puntos 4, Dy C,si [AB |=cy |AC|=b.

1.95. El lado AB del tridngulo ABC es
igual a 3 y la altura CD bajada sobre el lado
AB os igual a /3. La base D de la altura CD
se encuentra sobre el lado AB, el segmento
AD es igual al lado BC. Hallar [ AC ).

1.96. En una circunferencia de radio R
estd inscrito el hexagono regular ABCDEF.
Hallar el radio del circulo inscrito en el tri-
dngulo ACD.

1.97. El lado AB del cuadrado ABCD
es igual a 1 y es la cuerda de cierta ecircun-
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ferencia, estando los otros lados del cuadrado
fuecra de esta circunferencia. La longitud de
la tangente CK trazada desde el vértice C
a Ja misma circunferencia es igual a 2. $A qué
es igual ¢l didmetro de la circunferencia?

1.98. En up tridngulo rectangulo el dngulo
menor es . Una recta que divide el Lridngulo
en dos partes de areas iguales, esld trazada
perpendicularmento a la hipotenusa. Deter-
minar en qué razon esta recta divide la hipo-
tenusa.

1.99. En el interior de un triangulo regu-
lar de lado igual a 1 se encuentran dos cir-
cunferencias que contactan entre st y cada
una de éstas es tangente a dos lados del tri-
dngulo (cada lado del tridngulo es tangente
por lo menos a una circunferencia). Demostirar
que la suma de los radios de estas circunfe-
rencias no es menor de ('3 — 1)/2.

1.100. E]l triangulo rectangulo ABC con
el Angulo agudo 4 igual a 30° tiene Lrazada la
bisectriz BD del otro dngulo agudo. Hallar
la distancia entre los centros de dos circun-
ferencias inseritas en los tridngulos ABD
y CBD, si el caleto menor es igual a 1.

I1.401. Los éangulos A y D del trapecio
ABCD, contiguos @ la base AD son de 60°
y 30°% respectivamente. El punto & portenecc
a la base BC, con la particularidad de que
| BN 1: | NC | = 2. El punto M se halla
sobre la base 4D, la recta MAN es perpendi-
cular a las bases del trapecio v divide su area
en dos partes ignales. Hallar | AM | : | MD |.

I1.102. En el tridngulo ABC se dan | BC |=

"
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=a, LA = a, ZB = f. Hallar el radio de
la circunferencia que tiene contacto con el
lado BC, y a la que es tangente el lado AC
en el punto A.

1.103. En el tridngulo ABC | AB | =c,
| BC | == a, £B = B. Sobre el lado AB se
toma el punto M de manera que 2 | AM | =
=3 | MB|. Hallar la distancia desde M
hasta el punto medio del lado AC.

I.104. En el lado 4B del tridngulo 4BC
se toma el punto M y en el ludo AC, el punto
N, con la particularidad de que |AM | =
=3{MB| y 2|AN |=|NC| Hallar el
drea del cuadvildtero MBCAN, si la del tridn-
aulo ABC es igual a 8.

1.105. Se dan dos circunferencias con-
céntricas con los radios R y r (R>1) y el
centro comin O. La tercera circunferencia s
tangente a lag dos primeras. Hallar la tan-
gente del dngulo comprendido entre las tan-
gentes que parten del punto O, hacia la ter-
cera circunferencia.

1.106. En el paralelogramo ABCD | AB}=
=a, |AD|=b (b >a) y 4BAD = a
{o < 90°). Los puntos £ y M en los lades 4D
¥ BC se toman de manera que BXDM sea
un rombo. Hallar el lado del rombo.

107. La hipotenusa de un tridngulo rec-
gual a c. Los centros de tres cir-
de radio ¢/5 se encuentran cn
sus vértices. Hallar el radio de una cnarta
circunferencia 1angente a las tres dadas que
no las contiene en su interior.

T.108. Hallar el radio de una circunferencia
que en ambos lados del dngulo de magnitud o
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corta las cuerdas de longitud a, si se sabe que
la distancia entre los exlremos més proximos
de estas cuerdas es igual a b.

1.109. Sobre el lado BC del (ridngulo
ABC, como sobre el didmetro, estd construida
una circunferencia que corta los lados 4R
y AC en los puntos 3 y N. Hallar cl drea del
tridngulo AMYN, si la del tridngulo ABC
es ignal a § vy L BAC = «.

1.410. En una circunferencia de radio R
estan trazadas dos cuerdas mutuamente per-
pendiculares N y PQ. Hallar la distancia
entre los puntos M v P, si | NQ i = a.

I.111. Sobre el lado mas grande BC del
triangulo ABC, igual a b, se elige el punto M.
Hallar la distancia minima entre los centros
de lasg circunferencias circunscritas alrededor
de los tridngulos BAM v ACM.

I.112, En el paralelogramo ABCD
|AB | =a, | BC| =0b, LABC = «. Hallar
la distancia entre los centros de las circunfe-
rencias circunscritas alrededor de los tridngu-
los BCD v DAB.

I.113. En el tridngulo ABC /A = @,
| BAl=a, |AC} = b. En Jos lados AC ¥y
AR se toman los puntos M y N, donde M es el
punto medio de AC. Hallar la longitud del
segmenlo MN, si se sabe que el drea del tri-
angulo 4N representa 1/3 parte de la del
triangulo 4BC.

I.114. Hallar los dangulog de uwn rombo, si
el drea del circulo inscrito en él es dos veces
menor gue la del rombo.

I.115. Hallar el irea de la parte comtun
de dos cuadrados, st cada uno de cllog tiene
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segundo lado del dngulo en los puntos 4 y A.
Flallar | AB |.

1.121. En una recta gue pasa por el centro
O de una circunferencia de radio 12, se toman
los puntos A y B de manera que | 04 | = 15,
{AB | = 5. Desde los puntos 4 y B estdn
trazadas tangentes a la circunferencia, cuyos
puntos de tangencia se hallan a un mismo lado
de la recta OAB. Encontrar el drea del trian-
gulo ABC, si C es el punto de interseccion de
eslas tangentes.

1.122. En el triangulo ABC se conocen
|BC | =a, LA =a, £LB=p. Hallar el
radio de la circunferencia que corta todos sus
lados, formando en cada uno de ellos cuerdas
de longitud d.

1.123, Los segmentos que unen los cen-
tros de los lados opuestos de un cuadrilatero
convexo, son iguales a @ y & y se intersecan
formando un dngule de 60°. Hallar las diago-
nales del cuadrilatero.

1.124. En el lado BC del tridngule ABC
se toma el punto M de manera que la distancia
desde el vértice B hasta el centro de masas
del tridngulo AMC es igual a Ja distancia
desde el vértice C hasta el centro de masas del
tridngulo AMB. Demostrar que | BM | =
= | DC |, donde D es la base de la altura
bajada sobre BC desde el vértice 4.

I1.425. La bisectiriz BE del dngulo recto B
del triangulo reclémngulo ABC se divide por
el centro O de la circunferencia inscrita de

manera que |BO |:|0E | =1"3:)"2. Ha-
llar los dngules agudos del tridngulo.
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1.126. En cl segmento A5 de longitud A
r81a construida como sobre su didmetlro una
circunferencia. Una segunda circunferencia
del mismo radio que la primera, ticne el centro
en el punto A. Una tercera Liene conlacto in-
terior con la primera circunferencia y con-
tacto exterior con la segunda; el segmento A5
es tangente a esta tercera circunierencia. Ha-
Har el radio de la tercera circnnferencia.

1.127. Se da el triangulo ABC. Se sabe
que |AB | =4, |AC | =2, |BC|=3. La
bisectriz del dngulo A corta el lado BC en el
punto K. La recta que pasa por el punto B
paralelamente a AC corta la prolongacion de
ia bisectriz AK en el punto M. Hallar | KM |.

1.128. Una circunferencia con el centro
dispuesto en el inlerior del dngulo recto, es
langente a un lado del angulo, corta el otro
tado en los puntos A ¥ B e interscca la bisec-
triz del Angulo ea los puntos € y D. La cuerda
AD es igual a V6, la cuerda CD es igual a /' 7.
Hallar el radio de la circunferencia.

1.129. En un pavalelogramo hay dos cir-
cunferencias de radio 1, que entran cn contacto
entre si y con tres lados del paralelogramo cada
una. Se sabe también que cl segmento de uno
de los lados del paralelogramo entre el vértice
y el punto de tangencia es ignal a /'3, Hallar
el arca del paralelogramo.

1.130. Una circunferencia de radio R pasa
por los vértices A y B del tridngulo ABC.
La recta AC es tangente a dicha circunferencia
en el punto A. llallar el area del tridngulo
ABC, si se sabe que £ B = a, LA = f.
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i.131. La bisectriz AK del iridnguio ABC
es perpendicular a la mediana BAM y el dngulo
B es igual a 120°. Hallar la razén entre el
drea del tridngulo ABC y la del circulo cir-
cunscrito alrededor de esle tridngulo.

1.132. Por los centros de los lados AL y
AC del triangulo rectéangulo 4 BC esta trazada
una circunferencia, a la cual es tangentie el
lado BC Hallar la parte de la hipotenusa 4C
gque sec encucntra en el interior de esta circun-
ferencta, si [AB | =3, |BC|=4.

1.133. Viene dado cl segmento a. Tres cir-
cunferencias de radio AR tienen los centros en
los extremos y en el punto medio del segmen-
to a. Hallar el radio de una cuaria circun-
ferencia que e¢s tangente a las tres circun-
ferencias dadas.

1.134. Hallar el angulo entre una tangente
exterior coman y una tangente interior comin
a dos circunferencias, si sus radios son R y r
y la distancia entre sus centros os igual a
V2 (R® + ) (los centros de las circunferen-
cias se encuentran a un mismo lado de la
tangente exterior coman y a diferentes lados
de la tangente interior comun).

1.135. El segmento AF es el didmetro de
un circulo y el punto € se encuentra fuera de
él. Los segmentos AC y BC se intersecan con
la circunferencia en los puntos D y £, respecti-
vamente. Hallar el dngulo CBD, si las dreas
de los triangulos DCE y ABC se relacionan
como 1:4.

1.136. IEl angulo en el vértice A del rombo
ABCD de lado a es igual a 120°. Los puntos £
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y F pertenecen a los lados BC y AD, respecti-
vamente, el segmento EF y la diagonal del
rombo AC se intersccan en el punto A7. Las
dreas de lox cuadrilateros BEFA y ECDF se
relacionan como 1:2. Haillar | EM |, =i
VAM | : | MC | = 1:3.

1.137. Una circunferencia de radio R tie-
ne su ceittro en el punto Q. Desde el extremo
del segmento OA que interseca la circunfe-
rencia en el punto M, estd trazada la tangente
a la circunferencia 4 X. Hallar el radio de Ia
circunferencia que roza el arco MK, y a la
cual son tangentes los segmentos AKX, AM si
LOAK = 60°.

1.4138. El tridngulo isosceles ABC csta
inscrito en un circulo. |4AB = |BC1}| ¥
ZB =#$. La linea media del tridngulo se
prolonga hasta la interseceién con la circun-
ferencia en los puntos D y E (DE j| AC).
ITallar 1a razdn entre las Areas de los tridngu-
los ABC y DBE.

1.139. El é&ngulo « tiene su vértice en el
punto O. En uno de sus lados se toma el punto
M, del cual se levanta una perpendicular has-
ta la interseccién con el otro lado en el punto
N. Precisamente de la misma manera del
punte K en el otro lado se levanta una per-
pendicular hasta la interseccion con el primer
lado en el punto P. B es el punto de intersec-
cién de las rectas MN y KP, v A4, el punto de
interseccién de las rectas OB y NP. Hallar
|OA |, si |OM | =a, |OP | = b.

1.140. Dos circunferencias de radios R y
r tienen contacto con los lados de un 4ngulo
dado y entre si. Hallar ol radio de una tercera
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circunferencia, a la cunal son tangentes los
Jados del mismo angulo, y cuyo centro se
encuentra en e! puntoe de tangeucia de las
circunferencias dadas.

1.141. La distancia entee los centros de
dos circunferencias que no se intersecan, cs
ignal a a. Demostrar que los cnatro puntos de
interseccion de las tangentes exteriores comu-
nes conr las tangentes interiores comunes se
encuentran en una misma circunferencia. Ha-
llar el radio de esta circunferencia.

[.142. Demostrar que el segmento de una
tangente exterior comin a dos circunferencias,
comprendido entre las tangentes interiores
comunes, es ignal a la longitud de la tangente
interior comun.

1.143. Un circulo con el centro en O
tiene dos radios 04 y OB mutuamente per-
pendiculares, € es un punto del arco AB, en
el cual LA0C = 60° (£LBOC = 30°). Una
circunferencia con el centro en A y de radio
AB corta la prolongacién de OC mas alld del
punto C en el punto D. Demostrar que el seg-
mento CD es igual al lado del decaedro regu-
lar inscrito en la circunferencia.

Tomemos ahora el punto M diametralmen-
le opuesto al punto €. El segmento MD aumen-
tado en una quinta parte de su longitud se
considera aproximadamente igual a la semi-
circunferencia. Estimar el error de esta igual-
dad aproximada.

I.144. Un rectangulo tiene los lados 7 y 8.
Un vértice de un tridngulo regular coincide
con ol del recltidngulo v los otros dos se en-
cuentran en sus lados que no contienen el pri-
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mer vértice, Hallar el lado del triangulo
regular.

I.145. Hallar el radio de la circunferencia
minima en la que esta inscrito un trapecio isds-
celes, cuyas bases son de 15 vy 4 ¥ los lados,
de 9.

146, ABCD es un rectdngnio, en el cual
| AB{ =19, |BC|=17. En el lade CD se
elige el punto M de manera que | CM | = 3,
v en el Jado 4D, e] punto ¥ de manera que
| AN | == 2,5. Hallar el radio de la circun-
ferencia maxima que se inscriba en el penta-
gono ABCMN .

I.147. Hallar el dngulo méxime del tri-
angulo, si se sabe que el radio de la circun-
ferencia inscrita en el tridingulo con vértices
ubicados en los pies de las alturas del triangu-
lo dado, es dos veces menor que la altura
minima del tridngulo dado.

I.148. En el triangulo ABC, la hisectriz
del dngulo C cs perpendicular a la mediana
trazada desde el vértice B. Bl centro de la
circunferencia inscrita se encuentra en la
circunferencia que pasa por los puntos 4, €
y el centro de la circunferencia circunscrita.
Hallar |AB |, si | BC | = 1.

1.148. E1 punto M estd alejado de los
lados de un tridngulo regular (de las rectas a
las cuales pertenecen sus lados) a las distancias
2, 3 v 6. Hallar el lado del tridngulo regular,
si se sabe que su drea es menor de 14.

[.150. E]l punto M se encuentra alejado
de los lados del angulo de 60° a las distancias

F'3 v 3)'3 (los pies de las perpendiculares
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bajadas desde el A sobre los lados del dngulo
se encuentran en los lados y no en sus prolon-
gaciones). La recta que pasa por A, interseca
los lados del dngulo y corta un tridngulo con
un perimetro igual a 12. Ifallar ¢l area de
este tridngulo.

1.151. En el rectangnlo ABCD | AB | =
=4, | BC | = 3. HHallar cl lado del rombo,
uno de cuyos vérlices coincide con A, y los
otros tres se cucuentran en los segmentos AB,
BC y BD, respectivamente.

1.152. Ll lado del ecunadrado A BCD es igual
a 1. Hallar el lado del rombo, uno de cuyos
vértices coincide con 4, el opuesto se encuen-
tra sobre la recta BD y los dos restantes, sohre
las rectas BC y CD.

1.153. El &ngulo agudo de] paralelogramo
ABCD e¢s igual a «. Una circunferencia de ra-
dio r pasa por los vértices 4, B y C y corta las
rectas AD y CD en los puntos M y N. Hallar
el area del triangulo BMN.

I.154. La circunferencia que pasa por los
vértices A4, B y C del paralelogramo ABCD
corta las rectas AD y CD en los puntos M y
N. El punto M ecsta alejado de los vértices
B, C ¥y D a las distancias 4, 3 y 2, respectiva-
mente. Hallar | MN ).

1.155. En ¢l tridngulo ABC /. BAC =
= n/6i. Una circunferencia con el centro en A
y el radio igual a la altura bajada sobre BC,
divide el area del tridngulo por la mitad.
Hallar el dngulo maximo del tridngulo ABC.

[.156. En el tridngulo isésceles ABC £ B=
= 120°. Hallar la cuerda comian de la cir-
cunferencia circunscrita alrededor de) tri-
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angulo ABC, y de la circunferencia que pasa
por el centro del circulo inscrito y los pies de
las biscctrices de los dngulos A y C,si { AC | =
= 1.

1.157. El ladoe BC _del triangulo ABC es
igual a a, el radio de la circunferencia inscrita
es igual a r. Determinar los radios de dos cir-
cunferencias iguales que son tangentes una a
otra; ademads, una de éstas entra en contacto
con los lados BC y BA, mientras que los lados
BC y CA son tangentes a la otra,

1.158. Una circunferencia de radio R tiene
inscrito un trapecio. Las rectas que pasan por
los extremos de una de las bases paralelamen-
te a los lados, se intersecan en el centro de la
circunferencia. El lado se ve desde el centro
bajo un angulo a. Hallar el area del trapecio.

I.159. La hipotenusa de un triangulo rec-
tdngulo es igual a ¢. ¢(Dentro de qué limiles
puede cambiar la distancia desde el centro del
circulo inscrito hasta el punto de interseccidn
de las medianas?

1.160. Los lados de un paralelogramo son
iguales a ¢ y b (a 5= b). ;Dentro de qué limites
puede variar el coseno del dngulo agudo entre
las diagonales?

[.161. Por el punto M en el interior del
tridngulo ABC pasan tres rectas paralelas a
los lados del tridngulo. Los segmentos de
rectas comprendidos en el interior del tridangu-
lo son iguales entre si. Hallar las longitudes
de cstos segmentos, si los lados del tridngulo
sona, byec.

[.162. En el tridngulo A BC se encuentran
tres circunferencias iguales, cada una de las
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cuales es tangente a dos lados del tridngulo.
Las tres circunferencias tienen un punto co-
mun. Hallar los radios de estas circunferen-
cias, si los radios de las circunferencias ins-
crita y circunscrita del tridngulo ABC son
iguales a r y R.

1.163. La mediana del tridngulo ABC es
AD, L DAC + L ABC = 90°. Hallar Z BAC,
si se sabe que | AB |s= 1 AC |.

1.464. Tres circunferencias de radios 1, 2
y 3 entran en contacto entre si exteriormente.
Hallar el radio de la circunferencia que pasa
por los puntos de tangencia de estas circun-
ferencias.

I1.165. Un tridngulo is6sceles tieme inscri-
to un cuadrado de drea unilaria, cuyo lado se
encucntra sobre la base del tridngulo. Hallar
el drea del tridngulo, si se sabe que los cen-
tros de masas del tridngulo y del cuadrado
coinciden.

1.166. E1 lado del tridngulo equildtero
ABC es igual a a. Sobre ¢l lado BC se halla el
punto D y sobre el AB se encuentra el punto
E de mancra que | BD | = a/3, |4E | =
= | DE |. Hallar |CZ |.

1.167. En el tridngulo rectangulo ABC
desde el vértice del dngulo recto C estén tra-
zadas la bisectriz CL (} CL | = «) y la media-
na CM (|CM |=05). Hallar el d&rea del
tridngulo ABC.

1.168. Una circunferencia esta inscrita en
un trapecio. Hallar el area del trapecio, si se
conocen la Jongitud a de una de las bases y los
segmenios b y d, en los cuales se encuentra di-
vidido por el punlo de tangencia uno de los

37



lados (el segmento b es adyacenle a la base
dada a).

1.169. Las diagonales de un trapecio son
iguales 2 3 y 5 y el segmento, que nne los pun-
Los medios de las bases, es igual a 2. Hallar el
area del trapecio.

1.170. Una circunferencia de radio 1 estd
inscrita en el tridngulo ABC, enel cual cos B=
= 0,8. Esta circunferencia entra en contacto
con la linca media del tridngulo ABC, parale-
la al lado AC. Hallar la longitud del lado AC.

1.171. El 4rea del tridngulo regular ABC
es igual a S. Paralelas a sus lados y a una
distancia igual de éstos estdn trazadas tres
rectas que so intersecan en el interior del tri-
dngulo vy forman en la interseccion el triangulo
A,B,C, de 4rea Q. Hallar la distancia entre
los lados paralelos de los tridngulos ABC y
A,B,C,.

1.172. Los lados AB y €D del cuadrilite-
vo 4BCD son perpendiculares y representan
los diametros de dos circunferencias iguales
de radio » que entran en contacto. Encontrar
el arca del cuadrilitero ABCD, si | BC |:
:|AD | = k.

I.173. Un angulo, cuya magnitud es «,
tiene inscritas dos circunferencias que entran
en contacto entre si. Determinarv la razon entre
el radio de la circunferencia menor y el de la
tercera circunferencia, tangente a las dos pri-
meras y uno de los lados del &ngulo.

1.174. En el tridangulo ABC sobre la linea
media DE que es paralela a AB, como sobre el
didmeiro, estd constrnida una circunferevcia
que corta los lados AC y BC en los puntos M
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v N. Hallar | MN |, 81 |BC | =a, | AC | =
=&, | AB | = ¢.

I.175. La distancia entre los cenlros de
dos circunferencias es igual a a. I{allar el lado
del rombo, cuyos dos vértivces opuestos per-
tonecen a una circunferencia v los dos restan-
tes, a la otra, si los radios de estas circun-
ferencias son iguales a R v 7.

[.176. Hallar el arvea del! rombo ABCD,
i los radios de las circunferencias circunscri-
tas alrededor de los tridngulos ABC v ABD
son iguales a R v r.

1.177. Se da un angulo de magnitud « con
el vértice en 4, y el punto B a las distancias
ay b de los lados del angulo. Hallar | AB |.

I1.178. Las alturas h, y hy del triangulo
ABC estan bajadas desde los vértices 4 y B;
! es la longitud de la bisectriz del angunlo C.
Hallar 2. C.

1.179. Alrededor de un tridngulo rectin-
gulo estd circunscrita una circunferencia. Otra
del mismo radio entra en contacto con los
catetos de este tridngulo: ademas, uno de los
puntos de tangencia es el vértice del tridngu-
lo. Hallar la razén entre el area del tridngulo
y la de la parte comtn de los dos circulos
dados.

1.180. En el trapecio ABCD | AB | =
= |BC |=|CD|=a, |DA | = 2a. En las
rectas AB y AD se toman los puntos £ y F,
distintos de los vértices del trapecio, de mane-
ra que ¢l punto de interseccion de las alturas
del triangulo CEF coincida con el punto de
interseccién de las diagonales del trapecio
ABCD. Hallar el area del triangulo CEF,
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1.181. La altura del tridngulo rectangulo
ABC, bajada sobre la hipotenusa 4B, es igual
a h, D es la base dc la altura, M y N, los pun-
tos medios de los segmentos AD y DB. Hallar
la distancia desde el vértice C hasta el punto
de interseccion de las alturas del tridangulo
CMN.

1.182. ABCD es un trapecio isosceles con
las bases AD y BC; |AB| = |CD ] = a,
|AC | = |BD | =b, 1BC|=¢, M es un
punto arbitrario del arco BC de la circunfe-
rencia circunscrita alrededor de ABCD. Hallar
| BM|+ | MC)
|AM |+ | MD|

1.183. Los lados de un triangulo isdsceles
son ignales a 1, la base es a. El tridngulo estd
inscrito en una circunferencia. Hallar la cuerda
que corta los lados del iridngulo y se divide
por los puntos de interseccidon en tres segmen-
tos iguales.

1.184. MN es el diametro de unpa circun-
ferencia, | MN | =1, A y B son puntos dc
circunferencia dispuestos a un lado de MN,
C se encuentra en la otra semicircunferencia.
A cs el punlo medio de la semicircunferencia.
| MB | = 3/5, la longitud del segmento for-
mado por la intersecciéon del didmetro MN
con las cuerdas AC v BC es a. (A qué es igual
la magnitud méxima de a?

1.185. ABCD es un cuadrilatero convexo,
M, el punto medio de AB, N, el punto medio
de CD. Las 4reas de los tridngulos ABN vy
CDM soun iguales y el drez de su parle comun
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es k veces menor que la de cada uno de éstos.
Hallar 1a relacién entre los lados BC y AD.

1.186. ABCD es un trapecio isdsceles
(AD ['BC), en el cual el dngulo agudo de la
base mayor es igual a 60° y la diagonal es igual
a }/3. El punto M esta alejado de los vérlices
A v D alas distancias 1 y 3, res ectivamente.
Hallar | MC \.

1.187. La bisectriz de cada uno de los
angulos de un {ridngulo corta el Jado opuesto
en un punto equidistante de los puntos medios
de los otros dos lados del tridngulo. ¢Se dedu-
ce de esto que el tridngulo es regular?

1.188. Dos lados de un tridngulo son igua-
les a a y b (@ > b). Hallar el tercer lado, si se
sabe que @ + h, < b -+ hy, donde 2y v Ay
son las alturas bajadas sobre los lados corres-
pondientes.

I1.189. ABCD e¢s un cuadrilatero convexo
circunscrito alrededor de una circunferencia de
didmetro 1. En el interior del cuadrilatero
ABCD existe un punto M tal, que | WA |* 4
+ | MB 2+ | MC |*+ | MD |2 = 2. Hallar
el area del cuadrilatero ABCD.

1.190. ABCD es un cuadrildtero: | AB | =
=i | BE = |€B:] =8 T4 )| =1d;
a® + 2 == 0 + &2 ¢ =%=d, M es un punto de
la recta BD, equidisiante de 4 v C. Hallar la
relacién | BM | . | MD |.

1.191. Ll lado menor del rectangulo 4 BCD
es igual a 1. Examinemos cualre ¢ircunferen-
cias concénlricas con el ¢entro en 4 que pasan
por IZ, C, D, respectivamenie, v ¢l punlo de
inlerseccion de las diagonales del rectangulo
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ABCD. Se sabe que existe un rectidngulo con
vértices dispuestos en las circunferencias tra-
zadas (un vértice en cada una). Demostrar que
existe un cuadrado con vértices en las circun-
ferencias trazadas. Hallar el lado de este
cuadrado.

1.192. Se da e! tridngulo ABC. Las per-
pendiculares levamiadas hacia AB v BC en
sus puntos medios, cortan la recta AC en los
puntos M y N de manera que | MN | == | AC |.
Las perpendiculares trazadas a AB y AC en
sus puntos medios cortan BC en los puntos K

y L de manera que | KL | = 4 | BC |. Hallar

el dngulo minimo del tridngulo 4BC.

1.193. En el lado AB del tridngulo ABC
se toma un punto M de tal manera que la
recla que une ¢l centro de la circunferencia
circunscrita alrededor de ABC con el punto de
interseccion de las medianas del tridngulo
BCM, es perpendicular a CM. Hallar la
relacion | BM {: {BA |, 51 |BC|: | B4 | =
= k.

1.194. En el cuadrilatero inscrito ABCD,
en el que | AB | = | BC |, K es el punto de
interseccidon de las diagonales. Hallar | AD |,
si |BK |=0b, | DK | =ad.

I.195. Interpretar geométricamente la ecua-
cion 1 y los sistemag 2, 3 y 4. Solucionar la
ecuacion 1 y los sistemas 2 y 3. En el sistema 4
hallar =z 4 y 4 z:

1) V 22 +at—azV 34 ]-f'ryz + 22 —by V 3+
- V 22 + 12— 2y V 3= 128 (a >0, b>0).
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) 2=V —-a+ Viyr—a,

y=1 ‘L 12—
l s=V pi—¢ +Va“—
3y 224yt =(a— 2+ b* =0+ (b~ y)?
4) I x| xy 4y = a?,
yi4-yz 4 2> =17,
1za+zx—|—$2=a2+ba.

1.196. £l Jado de un cuadrado es igual a «,
los productos de las distancias desde los vér-
tices opuestos hasta la recta I son iguales entre
si. Hallar la distancia desde el centro del
cnadrado hasta la recta [, si se sabe que nin-
guno de los lados del cuadrado es paralelo a .

1.197. Uno de los lados del tridngulo
ABC e¢s dos veces mayor que otro, ademas,
LB =2 «C. Hallar los angulos del tri-
angulo.

1.198. Los lados iguales AB y AC del
triangulo isdscelcs ABC son tangentcs a una
circunferencia. Supongamos que M es el punto
de tangencia del lado AB y N, el punto de
interseccion de la circunferencia con la base
BC. Hallar AN |, si |AM | =@, |BM | =

I 199. ABCD es un paralelogramo, en el
cual |AB | =k |BC |, K y L, puntos de la
recta CD (K pertenece al lado CD), y M,
un punto de BC, ademéas, AD es la hisectriz
del angulo IxAL AN, la bisectriz del angulo
KAB, | BM | = a, 1DL | = b. Hallar | AL |.
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1.200. Se da un paralelogramo ABCD. La
recta que pasa por el vértice C, corta las rectas
AB y AD en los puntos K y L. Las dreas de
los teidngulos KBC y CDL son iguales™a p y ¢.
[iallar el drea del paralelogramo ABCD.

I.201. Se da una circunferencia de radio R
y dos puntos 4 v B dispucstosenclla | AB | =
«= a. Dos circunferencias de radios z e y entran
en contacto con la dada en los puntos 4 y B.
Hallar: a) el segmento de la tangente exterior
comin a las dos ultimas circunfercncias, si
ambas tienen contacto (interier o exterior)
con la dada de manera igual; b) el segmento
de la tangente interior comfin, si la circun-
ferencia de radio z tiehe contacto exterior con
la dada y la circunferencia de radio y tiene
contacto con la dada interiormente.

1.202. En el tridngulo ABC | AR | = 12,
| BC | = 13, | CA | = 15. Sobre el lado AC
se toma el punto M de manera que los radios
de las circunferencias inscritas en los tridngu-
los ABM y BCM sean iguales. Hallar la
relacion | AM |: | MC |.

1.203. Los radios de las circunferencias
inscrita y circunscrita de un tridngulo son igua-
les a r y R, respectivamente. Hallar cl Area
de éste, si se sabe que la circunferencia que
pasa por los centros de las circunferencias ins-
crita y circunscrita y por el punto de inter-
seccion de las alturas del tridngulo, pasa, por
lo menos, par uno de los vérlices del tridn-
gulo.

1.204. En ol vectingulo ABCD |AB | =
=2q¢ |BC|=a) 2. Sobre el lado 4B
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como sobre el didmetro estd construido un
semicirculo orientado hacia el exterior. Supon-
gamos gue M es un punto arbitrario de la
semicircunferencia, que la recta MD corta
AB en el punto N, y Ja recta MC, en el punto
L. Hallar |AL |* + | BN |* (problema de
Fermat).

1.205. Dos e¢ircunferencias de radios R
y r son tangentes una a otra por interior. I{allar
el lado de un triangulo regular, uno de cuyos
vértices coincide con el punto de tangencia y
los otros dos se encuentran sobre cada una de
las circunferencias dadas.

1.206. Dos circunferencias de radios 2 y r
(R > r) tienen contacto exterior en el punto
A. Por el punio B tomado en la circunierencia
mayor pasa una linea recla tangente a la cir-
cunferencia menor en el punto C. Hallar
| BC |, si {AB | = a.

I.207. En el paralelogramo ABCD se
cncuentran tres circunferencias que entran
en contracto entre si de dos en dos, ademds, una
de éstas también es tangente a los lados A5
y BC, la otra, con A8 y AD, y la tercera, con
BC y AD. Hallar el radio de la tercera circun-
ferencia, si la distancia entre los puntos de
tangencia del lado A8 eg igual a a.

1.208. Las diagonales del cuadrilatero
ABCD se cortan en el punto M y el angulo
entre ésti3 es igual a a. Sean Oy, 0,, Os, Oy
los centros de las cuatro circunferencias cir-
cunscritas alrededor de los tridngulos ABM,
BCM, CDM, DAM, respectivamente. Deter-
minar laJrelacién entre las areas de los cuadri-

litoros ABCD y 0,0,0,0,.
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1.200, Se da un paralelogramo 4BCD. La
recta gue pasa por el vértice C, corta las rectas
AB y AD en los puntos K y L. Las areas de
los teiangulos KBC y CDL son igualesTa p y ¢.
Iiallar el 4rea del paralelogramo ABCD.

1.201. Se da una circunferencia de radio R
y dos puntos 4 v B dispucstosen ella | AB | =
= a. Dos circunferencias de radios x e y entran
en contacto con la dada en los puntos 4 y B.
Hallar: a) el segmento de la tangente exterior
comin a las dos ultimas circunfercncias, si
ambas tienen contacto (inlerior o exterior)
con la dada de manera igual; b) el segmento
de la tangente interior comin, si la circun-
ferencia de radio z tiehe contacto exterior con
la dada y la circunferencia de radio y tiene
contacto con la dada interiormente.

1.202. En el tridngulo ABC | AB | = 12,
| BC | = 13, | CA | = 15. Sobre ¢l lado AC
se toma el punto M de manera que los radios
de las circunferencias inscritas en los tridngu-
los ABM y BCM sean iguales. Hallar la
relacion | AM |: | MC |.

1.203. Los radios de las circunferencias
inscrita y circunscrita de un tridngulo son igua-
les a r y R, respectivamente. Hallar cl 4rea
de éste, si se sabe que la circunferencia que
pasa por los centros de las circunferencias ins-
crita y circunscrita y por el punto de inter-
seccion de las alturas del tridngulo, pasa, por
lo menos, por uno de los vérlices del tridn-
gulo.

1.204. En ol veckdngulo ABCD | AB | =
=2q, |BC|)=al 2. Sobre ¢l lado 4B
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igual a e, el radio del cirenlo inscrito es r.
Hallar el area del tridangulo, si el circulo ins-
crito  tiene contacto con la circunferencia
construida sobre BC como sobre el didmetro.

1.216. Se da un trianguloe regular ABC
con el lado a; BD es su altura. Sobre BD
estd construido el tridngulo regular BDC, y
sobre la altura 8D, de este iridngulo, el ter-
cer triangulo regular BD,C,. IHallar el radio
de la circunferencia circunscrita alrededor del
tridngulo €C,C,. Demosirar que su centro s¢
encucntra en el lado del tridngulo ABC (C, se
encuentra fuera del tridngulo 45C).

1.217. Los lados de un paralelogramo son

icuales a a y b (a 5= b). Por Jos vértices de los
angulos obtusos de este paralelogramo se tra-
zaron las rectas perpendiculaves a los lados.
Estas rectas forman come resultado de la
interseccién un paralelogramo semejante al
de partida. Hallar el coseno del angulo agudo
del paralelogramo dado.
« J.218. En el tridngulo KLM se trazaron
las bisectrices KN y LP que se cortan en el
punto Q. El segmento PN tiene una longitud
igual a 1 y el vértice M se encuentra sobre la
civcunferencia que pasa por los puntos ¥, P,
Q. Hallar los lados y los dngulos del tridngulo
PNQ.

1.219. Sobre la diagenal 4C de un cuadri-
latero convexo ABCD se encuentra el centro
de una circunferencia de radio r, la cual Licne
contacto ¢on los lados ADB, AD v BC. En la
diagonal BD se encuenira el centro de nna
circunferencia del mismo radio r que entra en
contacto con los lados BC, CD y AD. Hallar
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el drea del cuadrilatero ABCD, sabiendo que
las circunferencias indicadas son tangentes
entre si exteriormente.

1.220. El radio de una circunferencia cir-
cunscrita alrededor del tridngule acutangulo
ABC es igual a 1. Se sahe que en esta circun-
ferencia se encuentra el centro de wnacircun-
ferencia que pasa por los vértices 4. € y el
punto de interseccion de alturas del tridngulo
ABC. Hallar | AC |.

1.221. En el tridngulo ABC se toman los
puntos M, ¥ y P; M y AN, en los lados AC
y BC: P, en el scgmento M N, ademas, | 4M | :
1 JMC | = |CN |: [ NB|= | MP |:| PN
Llallar el &rea del tridngulo ABC, si las dreas
de los tridngulos AMP y BNP son iguales
g & Q.

1.222. Se da una circunferencia de radio
R v el punto A a la distancia e de su centro
{a > R). Sea K el punto mas proximo a A
de la circunferencia. La secante que pasa por
4, corta la ciccunferencia en los puntos M ¥y
N. Hallar { MN |, si el drea del triangnlo
KMN es igual a S.

[.223. En el tridingelo isésceles ABC
(|1AB} = | BC|) por el extremo £ de la
bisectriz AE se trazé una perpendicular a AE
hasta la interseccién con la prolongacion del
lado AC en el puntoe F (C se encuentra entre
A y F). Se sabe que | AC | = 2m, | FC | =
= m/4. Hallar el drea del tridngulo ABC.

I.224. Dos iriangulos regulares iguales
ABC y CDE con el lado ignal a 1 cstan dis-
pucstos en n plano de tal manera que Lienen
un sole punto comn € y el angule BCD eos
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menos de n/3. K es el punlo medio de AC, L,
el punto wedio de CF, M, el punto medio de
BD. El arca del tridngulo KLM es igual a
]/Ef’*'] Hallar | BD |.

1.225. Desde el punto K dispuesto fuera
de la circunferencia, cuyo ceniro se encuen-
tra en O, estdn trazadas dos tangentes KA
y KN a esta circunferencia (M y N son los
puntos de tangencia). En la cuerda MN se
toma el punto C (| MC | <<|CN |). Por el
punto C, perpendicularmente al segmento OC,
estd trazada una recta que corta el segmento
NK en el punto B. Se sabe que el radio de la
circunferencia es igual a R, LZMKN =a vy
| MC | = b. Hallar | CB |.

1.226. El pentigono ABCDE esta inscrito
en una circunferencia. Los puntos M, Q, N
y £ son los pies de las perpendiculares bajadas
desde el vértice F, respectivamente, sobre los
lados AB, BC, CD (o sobre sus prolongaciones)
y la diagonal AD. Se sabe que {EP | =4
y la relacion entve el drea del tridngulo MQE
y el drea del tridngulo PNE es igual a k.
Hallar | EM |.

[.227. Se da un trapecio rectangular. Cier-
ta recta paralela a sus bases lo corta cn dos
trapecios, en cada uno de los cuales se puede
inscribir una circunferencia. Determinar las
bases del trapecio de partida, si sus lados son
iguales a ¢ y d (d > ¢).

1.228. En los lados KL y MN del trapecio
isdsceles KLMN sc eligen respectivamente los
puntos P y Q de tal manera que el segmento
PQ resulte paralelo a las bases del trapecio.
En cada uno de los trapecios KPQN y PLMQ
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se puede inscribir una circunferencia, cuyos
radios sou iguales a R y r, respectivamente.
Determinar las bases | LM | y | KN |[.

1.229. La bisectriz del dngulo 4 del tridn-
gulo ABC corla el lado BC en el punto D.
Se sabe que | 4B | — |BD | =ua, |AC | -+
+ | CD | = b. Hallar | AD |.

1.230. Aprovechando cl resuliado del pro-
blema anterior, demostrar que cl cuadrade de
la bisectriz del tridngulo es igual al producto
de los lados que la comprenden, menos el pro-
ducto de los segmentos del tercer lado, en los
cuales ésta se encuentra dividida por la bisec-
triz.

1.231. Se da una circunferencia de didame-
tro AB. La segunda circunferencia con el centro
en A corta la primera circunferencia en los
puntos C y D y cl didmetro, en el punioc E.
151 punto D no pertenece al arco CE; en ésle
se toma el punto M distinto de los puntos £
y E. El rayo BM corta la primera circunfe-
rencia en el punto N. Se sabe que |CN | =
= a, | DN | = b. Hallar | MN |.

[.232. El 4dngulo B del tridngulo ABC
es igual a m/4, el dngulo C es igual a /6. En
las medianas BN y CN como sobre un didme-
tro estin construidas las circunferencias (que
se cortan en los puntos £ y Q. La cuerda PQ
corta el lado BC en el punto D. Hallar la
relacién | BD | : | DC |.

1.233. Sea AB el diametro de una circun-
ferencia; O, su centro, | AB | = 2R; C, un
punto sobre la circunferencia; M, un punto
sobre la cuerda AC. Desde M se baja la per-
pendicular MN al didmetro AB y se levanta
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la perpendicular a AC gue corta la circunfe-
rencia en el punto L (el segmento CL corta
AB). Hallar la distancia entre el punto medio
de AOC y el punto medio de CL, si | AN | =
= .

1.234. Alrededor del tridngulo ABC esta
cirennscrita una circunferencia. Una tangenie
a la circunferencia, gue pasa por el punto 5,
corta la recta AC cn el punto M. Hallar la
relacion | AM |: | MC |,si |4AB|:|BC =
1.235. En una recta se cnenentran sucesi-
vamente los puntos 4, B, C y D, ademas,
|AC | =a |AB )|, |AD | =8 |AB|. Por A
y B esta trazada una circunferencia arbitra-
ria, CM y DN son dos tangentes a esta cir-
cunferencia (M y N son los puntos sobrela
circunferencia, ubicados a distintos lados de
la recta AB). (En qué razén la recta MN
divide cl segmento A4B?

1.236. ABCD es un cuadrilatero circuns-
crito; los segmentos desde A4 hasta los puntos
de tangencia son iguales a a; los segmentos
desde € hasta los puntos de tangencia son
iguales a b. (En qué razén la diagonal BD
divide la diagonal AC?

1.237. El punto K pertenece a la base AD
del trapecio ABCD, con la particularidad de
que |AK|=x{4D |. Hallar la razon
| AM | : | MD |, donde M es el punto de in-
tersecciéon de AD con la recta que pasa por los
puntos de interseccion de las rectas AB y CD
y las rectas BK y AC.

Tomando A=1/n (=1, 2, 3, ...)
establecer el método de particién del segmento
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dado en » partes 1gnales sdlo con una regla,
sl se da una recla paralela a éste.

I.238. En el triangulo rectangulo AB5C,
cuya hipotenusa AB es igual a ¢, sobre la
alturi €D como sobre el didmetlro esta cons-
truida  una circunferencia. Las tangentes a
esta circunferencia que pasan por los puntos
A y B2 enlran en ¢contacto con ésta en los puntos
M y ¥ y se cortan con su prolongacién en el
punto K. Hallar | MK |.

1.239. En los lados 4B, BC y CA del tri-
angnlo ABC se Loman los puntos €, A; ¥
B, de manera que | AC, | : | C;B | = | BA, | :

: | A€ = CB|:| B4 | =2k. Bnlos lados
AJ}], BC y (A, se toman los puntos C,,
A2 v!zdc manera que | A4C;s | 3 | CoBy | =
= | B A,y |: |40, | = |CBy|: | BA, | =
= 4/k. Demostrar gue el triangulo A4 ,8,C,
es semejante al tridngulo 4ABC y hallar la
razon de semoejanza.

L1.240, Bn el triangulo ABC se dan los
radios R y r de las circunferencias circitns-
crita e inscrita. Sean 4,, By, € los pnntos de
interseccion de las bisectrices del tridngulo
ABC con la circanferencia circunscrita. Hallar
la razon entre las dreas de los tridngnlos A BC
¥ AIB-[CI.

1.241. Dos (ridngulos tienen los lados
correspondientemente paralelos y sus areas
son 8, y 8,; ademds, uno de ellos esta inscrito
en el tridngule ABC y el otro esta circunscrito
alrededor del mismo. Hallar el area del tri-
angulo ARBC.

1.242. Determinar el angulo 4 del tri-
angulo ABC, si ge sabe que la bisectriz de
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este Angulo es perpendicular a la recta que
pasa por el punto de interseccion de las altu-
ras y el centro de la circunferencia circunscrita
alrededor de este triangulo.

F.243. Tlallar los dngulos de un Lrianguloe,
st s¢ sabe que la distancia enlre ¢l centro de
una circonferencia circunserita y el punto de
interseccion de las alturas es dos veeces menot
que el lado méximo y es igual al fado minimo.

[.244. Se da el tridngulo ABC. Tomemos
en el rayo BA un punto D de tal manera que
| 8D | = | BA | + | AC |. Sean K y M dos
puntos en los rayos BA y BC, respectivamen-
te, tales que ¢l arca del tridngulo BDM es
igual al drea del (ridngulo BCK. Hallar
L BEM; 8 ZBAC = o,

I.245. En cl trapecio ABCD ¢l lado 4B
es perpendicular a AD y BC; ademds, | AB | =
= V' 1AD |- BC |. Sea £ el punto de inter-
geccion de los lados no paralelos del Lrapecio;
O, el punto de interseccién de las diagonales;
M, el punto medio de AB. Hallar £ EOM.

I.246. En un plano se dan dos rectas que
se intersecan en el punto O, y dos puntos A4
y B. Designemos los pies de las perpendicula-
res bajadas desde A sobre las reclas dadas a
través de M y N y los pies de lag perpendicula-
res bajadas desde A, a lravés de K v L, res-
pectivamente. Hallar el dngulo entre las
rectas MN v KL, si LAOB = o < 90°,

I.247. Dos circunferencias eniran en con-
tacto entre si interiormente en el punto A.
Desde O, que es ¢l centro de la circunferencia
mayor, esta lrazado ol rayo Of tangente a la
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circunferencia menor en el punto €. Hallar
LBAC,

I.248. En el interior del c¢uadrado ABCD
se toma el punto M de manera que L MAB =
= 60°, LMCD = 15°. Hallar £ MBC.

1.249, En el tridangulo ABC se conocen los
angulos: £ A4 = 45°, /B = 15°. Ln la pro-
longacién del lado AC mds alld del punto C
se toma el punto M de manera que | CM | =
=2 | AC |. Hallar £ AMB.

1.250. En el tridangulo ABC, cuyo £ B =
= 60° la bisectriz del &ngulo 4 corta BC
cen el punto M. En el lado AC se toma un punto
K de modo que LAMK = 30°. Hallar L OKC,
donde O es el centro de la circunferencia cir-
cunscrita alrededor del triangulo AMC.

F.251. En el tridngulo ABC |AB | =
= |AC |, £A = 80°. a) En el interior del
iridngulo se toma el punto M tal que L MBC =
= 30°, LMCB = 10°. Hallar L AMC. b) Fue-
ra del tridingulo ge toma el punto P de manera
que LPBC = / PCA = 30° y el segmento
BP corta el lado AC. 1lallar Z/ PAC,

1.252. En el triangulo ABC £ B = 100°,
ZC = 65", sobre AB ge toma el punto M
de modo que LMCB = 55° y sobre AC, el
punto N de tal manera que L NBC = 80°.
Hallar ZNMC.

1.253, En el triangulo ABC | 4B | =
= | BC |, £.B = 20° sobre 4B se toma el
punto M de manecra que £ MCA = 60° y sobre
CB, el punto N de modo que LNAC = 50°.
Hallar £ NMC.

1.254. En el tridngulo ABC /B == 70°,
£C = 50° sobre AB se toma ¢l punto M
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de mancra que ZMCB = 40°, y sobre AC,
el punto N de manera que L NBC = 50°.
Hallar LNMC.

I.255. Supongamos que M y N son los
puntos de tangencia de una circunferencia ins-
crita con los lados BC y BA del tridngulo
ABC; K, ¢l punto de interseccion de la bisec-
triz del angulo 4 con ia recta MAN. Demostrar
que ZAKC = 90°,

1.256. Sean P y Q dos puntos diferentes de
una circunferencia circunscrita alrededor del
tridngulo 4BC, tales que | PA P = | PB |X
X JPC|,|QA = QB |-|QC | (vno de los
puntos sc sitia sobre el arco ABE y el otro,
sobre el arco AC). Hallar la diferencia
L PAB — LQAC, si la diferencia de los
angulos B y C del triangulo ABC es igual a «.

1.257. En una circunferencia se toman dos
puntos fijos A y B, VAB = «. Una circun-
ferencia arbitraria pasa por los puntos 4
y . Por A también csti trazada una recta
arbitraria I, que corta las circunferencias en
los puntos € y D distintos a B (C sec encuentra
sobre la circunferencia dada). Las tangentes a
las circunferencias en los puntos C y D (Cy D
son los puntos de tangencia) se intersecan en
el punto A; N ecs un punto sobre I tal que
|CN | = |4AD |, |DN | = |CA |. {Qué va-
lores puede tomar L CMN?

1.258. Demostrar que si en el triangulo un
angulo es igual a 120°, el triangulo formado por
lag bases de sus bisectrices es rectangulo.

1.259. En el cuadrilitero ABCD / DAB =
= 150°, £ DAC + LABD = 120°, L. DBC —
— LABD = G0°. Hallar A BDC.
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1.260. En el tridngulo ABC |AB | = 1,
| AC | == 2. Ilallar | BC |, si se sabe que las
bisectrices de los dngulos exteriores 4 y ¢
son iguales entre si (se examinan los segmen-
tos a partir del vértice hasta el punto de in-
terseccion de la hisectriz correspondiente con
la recta, en la cual se encuentra el lado opuesto
del tridngulo).

£.261. En el lado CB del tridngulo ABC
se toma el punto D de forma que | CD | =
= o | AC |. El radio de la circunferencia cir-
cunscrita alrededor del tridngulo ABC es R.
Hallar la distancia entre el centro de la cir-
cunferencia circunscrita alrededor del tri-
dngulo ABC y el centro de la circunferencia
circunscrita alrededor del tridngulo ADB.

1.262. El triangulo rectingulo ABC (/.C=
= 00°) tiene una circunferencia circunscrita.
Sea CD la altura del tridngulo. La ecircunfe-
rencia con el centro en D pasa por el punto
medio del arco AB y corta AB en el punto M.
Hallar |CM |, si | AB | = c.

1.263. Hallar el pertmeiro del tridngulo
ABC, si | BC | = a y el segmento de la recta
tangente al circulo inscrito y paralela a BC,
estando aquél comprendido en el interior del
triangulo, es igual a b.

1.264, En un tridngulo se trazan tres rec-
tas paralelas a sus lados y tangenles a Ja cir-
cunferencia inscrita. Estas separan del tri-
dangulo dado tres tridngulos. Los radios de sus
circunferencias circunscritas son iguales a
Ry, R,;, R, Hallar el radie de la circunfe-
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rencia circunscrila alrededor del tridngulo
dado.

1.265. En una circunferencia de radio R
estan trazadas las cuepdas AB y AC. En A8
o en su prolongaciéon még alld del punto B
se toma el punto M; la distancia entre éste y
la recta AC es igual a | AC |. Andlogamente,
en AC o en su prolongacion mas alla del punto
C se toma un punto N; la distancia de éste
hasta la recta AB es | AB |. Hallar | MY .

1.266. Se da una circunferencia de radio
R con el centro 0. Las otras dos circunferen-
cias son {angentes a la dada por el interior y se
intersecan en los puntos 4 y B. Hallar la
suma de los radios de dos Gltimas circunfe-
rencias, si se conoce que LOUAB = 90°.

1.267. En un circulo de radio R se trazan
dos cuerdas que se intersecan perpendicular-
mente, Hallar: a) la suma de los cnadrados de
los cuatro segmentos de eslas cuerdas, resul-
tantes al dividirlas por el punto de intersec-
cién; b) la suma de los cuadrados de las cuer-
das, si la distancia entre el centro de circulo
y el punto de su interseccion es igual a a.

I.268. Vienen dadas dos circunferencias
concéntricas con radios r y R {r << R). Por
cierto punto P de la circunferencia menor se
traza una recta gque corta la circunferencia
mayor en los puntos 8 y C. La perpendicular
a BC on el punto P corta la circunferencia
menor en el punto A. Hallar | PA P -+
¥ | Ba Pt | 2G5

1.269. En un semicirculo, desde los extre-
mos del didmetro se trazan dos cuerdas que se
inlersecan. Demostrar que la suma de los
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productos resultantes al multiplicar toda la
cuerda por el segmento de cada cuerda, adya-
cente al didmetro, es igual al cuadrado de
este ultimo.

1.270. Sean a, b, ¢ y d las longitudes de los
lados de un cuadrilatero imscrito (@ y ¢ son
los lados opuestos), kg, hy, ke v ky son las
distancias desde el centro del circulo circuns-
crito hasta los lados correspondientes. Demos-
trar gque si el centro del circule se encuenira
en el interior del cuadrildtero, a2, + ch, =
= bhy + dhy.

1.271. Los lados opuestos del cuadrilatero
inscrito en una circunferencia se intersecan en
los puntos 2 y Q. tallar | PQ |, si las tangen-
tes a la circunferencia trazadas desde P vy Q,
son iguales a a vy b.

[.272. Tn una circunferencia de radio R
esta inscrito un cuadrilatero. Sean P, Q y M,
respectivamente, los puntos de interseccion
de las diagonales de este cuadrilatero y de las
prolongaciones do sus lados opuestos. Hallar
los lados del tridngulo POM, si las distancias
desde P, Q y M hasta el cenfro de la circun-
ferencia son a, b y c.

1.273. El cunadrilatero ABCD esta circuns-
crito alrededor de una circunferencia de radio
r. El punto de tangencia de la circunferencia
con el lado A3 parte este lado en los segmentos
a v b, y el punto de tangencia de la circunfe-
rencia con el lado AD parte éste en los seg-
mentos a v ¢. ¢En qué limites puede variar r?

1.274. Una circunferencia de radio r toca
interiormente la circunferencia con radio #;
A es el punto de tangencia. Una recta per-
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pendicular a la linea de centros atraviesa una
de las circunferencias dadas en el punto I
y la otra, en el punio €. Hallar ¢l radio de la
circunferencia circunscrita alrededor del tri-
angulo ABC.

1.275. Dos circunferencias con radios R
¥ r se intersecan; 4 es uno de los puntos de
interseccién, BC, la tangente comdu (8 y C
son los puntos de tangencia). Hallar el radio
de la circunferencia circunscrita alrededor del
triangulo ABC.

1.276. En el cuadrilitero ABCD | AB | =
=a, |AD | = b; los lados BC, CD y AD
entran en conlaclo con cierta circunferencia,
cuyo centro se encuentra en el punto medio de
AB. Hallar | BC |.

I.277. En el cuadrilatero inscrito ABCD
|AB | =a, |AD | = b (e > b). Hallar | BC |,
si se sabe que BC, CD y AD son tangentes a
cierta circunferencia, cuyo centro se encuentra
sobre AD.

*
% *

£.278. LEn el cuadrilitero convexo ABCD
|AB | = 14D |. En el interior del tridngulo
ABC se toma el punto M tal que LMBA =
= LADC, LMCA =L ACD. 1lallar LMAC,
gk ZBAC =g, LADC — LACD = g,
|AM | << | AB |.

1.279. Dos circunferencias que se inter-
secan, estan inscritas en un dngunlo; 4 es el
vértice del dngulo, B, uno de los puntos de
interseccion de las circunferencias, C, el punto
medio de la cuerda, cuyos extremos son los
puntos de tangencia de la primera circunfe-

oY



rencia con los lados del dngulo. Hallar £ 4 BC,
si se sabe que la cuerda comin se ve desde cl
centro de Ja segunda circunferencia bajo el

angulo o.
1.280. ABC es un triangulo isosceles:
| AC | = | BC |\, BD es la bisectriz y BDEF,

un regg:.‘ingulo- Hallar £ BAF, si L BAE =
=ad A0

1.281. El tridangulo ABC tiene circunscrita
una circunferencia con el centro en el punto 0.
L.a tangente a la circunferencia en el punle C
se¢ interseca en cl punto X con la recta que
divide por la mitad el dngulo B; ademis, el
angulo BKC es igual a la mitad de la diferen-
cia del angulo 4 triplicado y del dngulo C
del tridngulo. La suma de los lados AC y 48
es igual a 2 4 /3 y la de las distancias entre
el punto O y los lados AC vy AB es igual a 2.
Hallar el radio de la circunferencia.

1.282. Unes puntos simétricos a los vér-
tices de un tiriangulo respecto de los lados
opuestos, son vértices de un tridngulo con los
lados de V'8, /'8, V/ 14. Determinar los lados
del tridngulo de partida. si se sabe que sus lon-
gitudes son diferentes.

1.283. El angulo comprendido entre la
mediana y la altura que salen del dngulo 4
del triangulo ABC, es igual a o; el Anpgulo
entre la mediana y la altura que parten del
angulo B, es igual a B. Hallar el angulo entre
la mediana y la altura que salen del dngulo C.

1.284. El radio del circulo circunscrito al-
rededor de un tridngulo es R. La distancia
desde el centro de este civculo hasta el punto
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de interseccion de las medianas del tridngunlo
es d. allar el producto del area del tridngulo
dado y del triangulo formado por las rectas
que pasan por sus vértices perpendicularmen-
le a las medianas, las cuales parten de estos
vértices.

1.285. Los puntos 4,, A3 v A4, estin sobre
ana misma recla, y los puntos 4, Ay A,
sobre otra recta que se interseca con la prime-
ra. Hallar ¢! dngulo comprendido entre cslas
rectas, si se sabe quc los lados del hexa-
gono (posiblemente, con puntos multiples)
A, A A4 ,A A, son iguales entre si.

1.286. Dos circunferencias con los centros
0, y O, tienen punies de tangencia por interior
con una circunferencia de radio R y centro O.
Se sabe que | 0,0, | = a. La recta tangente
a las dos primeras circunferencias que corta el
segmento (,0,, se interseca con sus tangentes
exteriores comunes en los punios M y N y con
la circunferencia mayor en los puntos 4 y B.
llallar la razéom |AB |: | MN |, sit a) el
segmento 0,0, contiene el punto O; b} las
circunferencias con los centros O, y O, entran
en contacto una con otra.

1.287. La circunferencia inscrita en el
tridngulo ABC tiene contacto con el lado AC
en el punte M y el lado BC en el punto A
La bisectriz del dngulo A corta la recta MN
en el punto K, y la bisectriz del dngulo B
corta la recta MN en el punto L. Demostrar
que con ayuda de los segmentos MK, NL y
KL se puede formar un triangulo. Hallar el
area de este tridngulo, si el 4rea del tridngulo
ABC es S y el dngulo C es a.
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1.288. En los lados AB v BC del cnadrado
ABCD se toman dos puntos M y N de manera
que |BM |-+ |BN|=|A4B|. Demostrar
que las rectas DM y DN dividen la diagonal
AC en tres segmentos que pueden formar un
tridngulo; ademas, uno de los dngulos de este
tridngulo es igual a 60°,

1.289. Viene dado el tridngulo isbsceles
ABC, |AB | = |BC |, AD es la bisectriz.
La perpendicular levantada hacia 4D en ol
punto D corta 1a prolongacién de AC en el pun-
to £y los pies de las perpendiculares bajadas
desde B y D sobre AC, en M y N, respectiva-
mente, Hallar | MN |, si | AE | = a.

I.290. Desde el punto A bajo el dngulo «
parten dos rayos. En un rayo se toman dos
puntos B y B, v en el otro, C v €,. Hallar la
cuerda comiin de lag cireunferencias eircuns-
critas alrededor de los t(ridngulos ADBC y
AB,C,;, 8i |AB|—|AC|=1|A4BR, | —

— | AC, | = a.

I.291. Supongamos que O cs el centro de
una circunferencia; C, un punto tomado en la
circunferencia; M, el punto medio de OC.
Los puntos A y B se encuentran en la circun-
ferencia por un lado de la recta OC de manera
que LAMO = £ BMC. Hallar | AB |, si
| AM | — | BM | = a.

1.292. Sean A, B y C tres puntos seiala-
dos sobre una recta. En 4B, BC v AC como
sobre didmetros estdn construidos tres semi-
circulos por un lado de la recta. El centro de
la circunferencia que toca los tres semicirculos,
se encuentra a la distancia d de la recta AC.
Hallar el radio de esta circunferencia.
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1.2903. En una circunferencia de radio R
esta (razada la cuerda AB. Sea M un punto
arbitrario de la circunferencia. Tracemos en
el rayo MA el segmento MN (| MN | = R)
y cn el rayo MB, el scgmento MK, igual a
fa distancia desde M hasta el punto de inter-
seccion de las alturas del iridngulo AMARB.
Hallar | AKX |, si el menor de los arcos subten-
sados por A5 es igual a 2o,

1.294. La altura bajada desde el vértice
del dngulo recto de un tridngulo sobre la hipo-
tenusa divide el tridngulo en dos tridngulos,
en cada uno de los cuales estdn inscritas sendas
circunfereneias. Delerminar los dngulos v el
area del triangulo formado por los caletos del
triangulo inicial y la recta que pasa por Jos
centros de circunferencias, si la altura del
triangulo de partida es k.

1.295. La altura de un tridngulo rectdn-
gulo bajada sobre la hipotenusa es k. Demos-
Lrar que los vértices de los dngulos agudos del
tridngulo y las proyecciones del pie de la
altura sobre los catetos se hallan en una misma
eircunferencia. Determinar la longitud de la
cuerda cortada por esta circunferencia en la
recta que contiene la altura, y los segmentos
de la cuerda, en los cuales la divide la hipo-
tenusa.

1.296. Uina circunferencia de radio R es
tangentc a la recta ! en el punto 4; A8 es ol
didmetro de esta circunferencia, BC, una euer-
da arbitraria. Sea D el pie de la perpendicular
bajada desde C sobre AB. El punto £ se en-
cuentra en la prolongaciéon de CD mds alld
del punto D, ademis, | £D | = | BC |. Las
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tangentes a la civennferencia, que pasan por
E, cortan la recta I en los puntos K y N.
Hallar | KN |.

1.297. En el cuadrilatero convexo ABCD
|ABl=4a, |AD|=0b. |BC|=p—a,
| DC | = p—b. Sea O el punto de inter-
seccion de las diagonales. Designemos por o
el angunlo BAC. (A qué tiende | A0 |, si
o — 07



Il. Problemas y teoremas selectos
de planimetria

§ 1. Teorema de Carnot

IL.1. Se dan dos puntes 4 y B. Deinostrar
que el lugar geométrico de los puntos M tales
que |AM P — | MB |> = k (donde % es un
nimero dado), es una recta perpendicular a
AB.

I1.2. Supongamos gue las distancias desde
cierto punto M hasta los vértices 4, B y C
del tridngnlo A BC se expresan con los nlimeros
a, b y ¢. Demostrar que cualquiera que sea
d % 0, no hay puntos del plano, cuyas distan-
cias hasta los vértices sc expresen en el mismo
orden con los ndmeros }'a® + d, 1/ 5 + 4,
VeE+d.

I1.3. Teorema de Carnot. Demostrar que
para que las perpendiculares bajadas desde
los puntos A,, B, y C, sobre los lados BC,
CA y AB del triangulo ABC se intersequen
en un punto, es necesario y suficiente que
| 4B [ — | BC, P+ | C,A P — | AB, |* +
+ | B,/C P — ) CA4, 2 = 0.

IL.4. Demostrar que si las perpendiculares
hajadas desde los puntos 4,, B, y C, sobre los
lados BC, CA y AB del tridngulo ABC, res-
peclivamente, se intersecan en un punto, asi-
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mismo las perpendiculares bajadas desde los
puntos 4, B y € sobre las rectas B,C,, C /4, ¥
A By también se intersecan en un punto.

I1.5. Viene dado el cuadrilitero ABCD.
Scan 4,, B, y C, los puntos de interseccion de
las alturas de los triangulos BCD, ACD y ABD.
Demoslrar que las perpendiculares bajadas
desde A, B y C sobre las rectas B,C,, C;A; ¥
A,B,, respectivamente, se intersecan enun
punto.

I1.6. Se dan dos puntos A y B. Demostrar
que el lugar geométrico de los puntos M tales
que k| AM *+1|BM|*=d (k I, d son
numeros dados, & 4+ 1= 0) es una circunfe-
rencia con el ceniro en Ja recta A5, un punto
o un conjunto vacio.

I1.7. Supongamos que A,, A, ..., 4,
son puntos fijos; %y, ks ..., kn, nimeros
dados. Entonces el lugar geomélrico de los
puntos M tales que la suma k, | A M |* +
F ko VAMP 4+ ...+ kn | ApM |? es cons-
tante, serd: a) una circunferencia, un punio o
un conjunto vacio, si &k, + ko + ... 4k FE
= (: b) una recta, un conjunto vacio o todo el
plano, si k) + ky + ... + ky = 0.

I1.8. Se dan una circunferencia y el punto
A fuera de ésta. Supongamos que una circun-
ferencia que pasa por A4, entra en contacto con
la dada en el punto arbitrario B, y las tangen-
tes a la segunda trazadas por los puntos A y B
se intersecan en el punto 7. Hallar el lugar
geoméirico de los puntos M.

I1.9. Se dan dos puntos 4 y B. Hallar el
lugar geométrico de los puntos M tales que
| AM | | MB | = k1.
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11.10. Tres puntos 4, B y C estan en una
recta (5 se encuentra entre A y C}. Tomemos
una circunferencia arbitraria con el centro en
B y designemos con M el punto de intersec-
cion de las Langentes trazadas desde 4 y C
a esta circunferencia, Ilallar el lugar geoméiri-
co de los puntos A7 tales que los puntos de
tangencia de AM y CAM con la circunferencia
pertenezcan a los intervalos AM y CM.

11.11. Se dan dos circunferencias. Hallar
el lugar geométrico de los puntos M tales gque
la razén enire las longitudes de las tangenles
trazadas desde M a las circunferencias dadas
sea igual a la magnitud constante k.

I1.12. Supengamos que una recta corta
una circunferencia en los puntos A y B y otra
circunferencia lo hace en los puntos C y D.
Demostrar que los puntos de interseccion de
las tangentes a la primera circunferencia, tra-
zadas en los puntos 4 y B, con las tangentes
trazadas a la segunda circunlerencia en los
puntos C y D (se examinan los puntos, en los
cuales se intersecan las tangentes a diferentes
circunferencias) se hallan en una circunferen-
cia, cuyo centro se encuentra en la recta que
pasa por los centros de las circunferencias
dadas.

I1.13. Tomemos {res circunferencias, cada
una de las cuales entra en contacto con un lado
de un tridngnlo y las prolongaciones de los
otros dos lados. Demostrar que las perpendicu-
lares levantadas hacia los lados del tridngulo
en los puntos de tangencia de estas eircunfe-
renciag concurren en un punto.

11.14. En ol tridngulo ABC examinemos
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todos los pares posibles de los puntos M, y
M, tales que |AM,|:|BM,|:|CM,]|=
= | AM, |: | BM, !|: | CM, |. Demostrar que
todas las rectas M, M, pasan por ua mismo
punto fijo del plano.

I1.15. Las distancias del punto M hasta
los vérlices A, B y C del tridangulo son ignales
a 1, 2 y 3; respectivamente, y del punto A,
a 3, /15 y 5, respectivamente. Demostrar que
la recta MM, pasa por el centro de un circulo
circunscrito alrededor del tridngulo ABC.

I1.16. Sean A,, B,, C, los pies de las per-
pendiculares bajadas desde los vértices 4, B
y C del tridngulo ABC sobre la recta {. Demos-
trar que las perpendiculares bajadas desde
A,, B, y C, sobre BC, CA y AD, respectiva-
mente, se intersecan en un punto.

I1.17. Se dan el tridngulo regular ABC
v el punlo arbitrario D; A,, By y C; son los
centros de las circunferencias inscritas en los
tridngulos BCD, CAD y ABD. Demostrar que
las perpendiculares bajadas desdc los vértices
A, By C sobre B,C,, Ci4, y A;B,, respectiva-
mente, concurren en un punto.

I1.18. Se dan tres circunferencias que se
intersecan de dos en dos. Demosirar que ires
cuerdas comunes de eslas circunferencias pasan
por un mismo punlo.

I1.19. Sobre las rectas AB y AC se toman
los puntos M y N, respectivamente. Demos-
trar que la cuerda comin de Jas dos circunfe-
rencias con didmetros CM y BN pasa por el
punlo de interseccion de las alturas del tridn-
gulo ABC.
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IT1.20. En un plano se da una circunferen-
cia y el punto N. Sea AB una cuerda arbitra-
ria de la circunferencia. Designemos con M
el punto de interseccién de la recta AB y de
la tangente en el punto N a Ja circunferencia
¢ircunscrita alrededor del (ridngulo ABN.
Hallar ¢l lugar geométrico de los puntos M.

I1.21. En el interior de una circuniercncia
se toma el punto 4. Hallar el lugar geométrico
de los puntos de interseccion de Ias tangentes
trazadas a la circunferencia en los extremos de
todas las cuerdas posibles que pasan por el
punio 4.

II.22, Se dan los nGameros o, i, v v k.
Sean z, y, z lag distancias del punto M tomado
on ¢l interior de un triangule hasta sus lados.
Demostrar que el lugar geomélrico de los pun-
tos M tales que ax + By 4+ yz = k es vaclo,
es un segmento o coincide con el conjunto de
todos los puntos del triangulo.

11,23, Hallar el lugar geométrico de los
puntos M en el interior del tridngulo dado
y tales que las distancias desde M hasta los
lados del! tridngulo dado pueden servir de
lades de cierto triamgulo.

I1.24. Sean 4,, B, v C, los puntos medios
de los lados BC, CA y AB del tridngulo ABC.
En las perpendiculares bajadas desde cierto
punto M sobre los lados BC, CA vy AB respec-
tivamente, se toman los puntos 4,, B, vy C,.
Demostrar que las perpendiculares bajadas
desde 44, B, y C;, respectivamente, sobre las
rectas B,C,, C,4, y 4,8, se intersecan en un
punto.

¥1.25. Se da la recta ! y tres reclas ;, [,
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vy I3 perpendiculares a 1. Sean 4, B y C tres
puntos [ijos en la recta I; A; es un punto
arbitrario en {; B,, en I,; €, en {,. Demostrar
que si para cierta posicion de los puntos 4,
B, v €, las perpendiculares bajadas desde
A, By C sobre las rectas B8,C,, C,A, v 4,8,
respectivamente, concurren en un punio, en-
tonces cstas perpendiculares siempre se inler-
secaran en un punio.

I1.26. A4,, BBy, CC, son las alturas del
tridngulo ABC, 4,, B, y C, son las proyeccio-
nes de 4, B y C, respectivamente, sobre B,C,,
C1A, y A,8,. Demostrar que las perpendicnla-
res bajadas desde 4,, B, y C,, respectivamen-
te, sobre BC, CA y AP se intersecan en un
punto.

§ 2. Teoremas de Ceva y de Menelao.
Problemas afines

11.27. Dentostrar que cl area del triangulo,
cuyos lados son iguales a las medianas del
triangulo dado, constiluye 3/4 de drea del
triangulo dadoe.

I1.28. En el paralelogramo ABCD, la rec-
ta paralela a BC corta AB y CD, respectiva-
mente, en los puntos £ y F; la recta paralela
a AB corla BC y DA, respectivamente, en los
puntos &G y H.

Demostrar que las rectas FH, GF y BD
sc intersecan en un punto o0 son paralelas.

11.29. 4, B, € y D son cuatro puntos fijos
cn la recta 1. Por A vy B esldn trazadas arbi-
trariamente dos reclas paralelas; por C y D,
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ntras dos rectas paralelas. Las rectas (razadas
forman un paralelogramo. Demostrar gque las
diagonales de este pavalelogramo cortan I en
dos puntos fijos.

11.30. En el cuadrilatero ABCD O es el
punto de interseccion de las diagonales AC y
BD; M, un punto en AC tal, que | 4M | =
= |0C |; N, un puato en BD ital, que
| BN | = 10D |; K y L son los puntos medios
de AC y BD. Demoslrar que las rectas ML,
NK, asi como la recta que une los puntos de
interseccion de las medianas de los tridngulos
ABC y ACD, se intersecan en un punto.

I1.31. En el lado BC del tridngulo ABC
se toman los puntos 4, y 4,, simétricos respec-
to al punto medio de BC. De la misma mane-
ra, en cl lado AC se toman los puntos B, y B,
y en el lado 4B, €, y C,. Demostrar que los
tridngulos 4,8,C, y 4,B,C, son equivalentes
y los centros de masas de los triangulos 4,5,C,,
A,B,C, y ABC se hallan en una misma recta.

I1.32. Por M que es el punto de intersec-
cién de las medianas del triangulo ABC, esta
trazada una recla que corta log lados AB vy
AC en los puntos X y L, respectivamente, y la
prolongacion de BC en el punto P (C se en-

cuentra cntre P y B). Demosirar que

1 1
ML + IME| *

I1.33. Por el punto de interseccion de las
diagonales del cuadrilitero ABCD se f(raza
una recta que corta AB en ¢l punto M v CD
en el punto N. Por M y N se trazan las rveclas
paralelas a €D y AB, respeclivamente, que

MKl
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cortan AC y BD enlos puntos £ y F. Demos-
trar que BE || CF.

I1.34. En el cuadrilitero ABCD, en las
rectas AC v BD se toman, respectivamente, los
puntos X y M de mancra que BK || AD,
AM || BC. Demostrar que KM || CD.

I¥.35. Sea £ un punto arbitrario en el lado
AC del tridngulo ABC. Por el vértice B tra-
cemos una recta arbitraria l. La recta que pasa
por £ en paralelo a BC, corta / en el punto N
y la paralela a AB atraviesa ! en el punio M.
Demostrar que AN {| CM.

P
* *

I1.36. Los lados de un cuadrilatero conve-
xo estdn divididos en (2r 4+ 1) partes iguales
cada uno. Los puntos correspondienies de di-
vision de Jos lados opuestos estan unidos entre
si. Demostrar que el drea del cuadrilatero cen-
tral constituye 4/(2n 4 1)? parte del rea de
todo el cuadrilatero.

F1.37. La recta que pasa por los puntos
medios de las diagonales AC y BC del cuadri-
latero ABCD corta los lados AB y DC, respec-
tivamente en los puntos M v N. Demostrcu
que Spey = Saipy- Aqui y més adelante §
designa el area de la figura sefialada en el su-
bindice.

I1.38. En el paralelogramo A BCD, los vér-
tices A, B, C y D estan unidos con los puntos
medtos de los lados CD, AD, AB v BC, res-
pectivamente. Demostrar que el area del
cuadrilatero formado por estasreclas constiluye
1/5 parte del drea del paralclogramo.

72



11.39. Demosirar que el area del octagono
formado por las rectas que unen Jos vértices de
un paralelogramo con los puntos medios de los
lados opuestos, es igual a 1/6 parte del drea
del paralelogramo.

11.40. En los lados AC y BC del triangulo
ABC hacia el exterior estan construidos dos
paralelogramos ACDE y BCFG. Las prolon-
caciones de DE y FD se intersecan en el punto
H. Sobre el lado AB esta construido el para-
lelogramo ABML, cuyos lados AL y BM son
iguales y paralelos a ZIC. Demostrar que el
paralelogramo ABML cs equivalente a la su-
ma de los paralelogramos construidos sobre AC
v BC.

I1.41. Por los exiremos de la base menor
de un trapecio estdn trazadas dos rectas para-
lelas que cortan la base mayor. Las diagonales
del trapecio y estas rectas dividen cl trapecio
en siete tridngulos y un pentigono. Demosirar
que Ja suma de las dreas de tres triangulos adya-
centes a los lados v a la base menor del tra-
pecio, es ignal al area del pentagono.

11.42. Sea ABCD un paralelogramo; el
punto £ se hallaen la recta AB; ¥, en la recta
AD (B, en cl segmento AE; D, en el segmento
AF), K cs el punto de interseceién de las rec-
tas £D y FB. Demostrar que los cuadrilate-
ros ABKD y CEKF gon equivalentes.

*
% *

1[.43. Examinemos el tridngnlo arbifrario
ABC. Sean A, B,, C, lres puntos en las rectas
BC., CA, AR, vespectivamente. Iniroduzcamos
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las designaciones siguientes:

;- ]ACLF_ | B4, | 1By |
€8] T4L1 1841’
fp%e — Seu £ ACC,  senZ BAAy, senZ CBB,
sen L C 0B sen £ A AC sen £ ByBA

Demostrar que 2 = R*.

i1.44. Teorema de Ceva. Para que las rec-
ltas AA,, BB, CC, sc intersequen en un punto
(o las tres sean paralelas), es necesario y sufi-
ciente gue 7 = 1 (véase el problema 11.43) v,
ademds, enire los tres punios Ay, B;, €; wno
o los tres puntos se hallen en los lados del tri-
angulo ABC, y no en las prolongaciones de sus
lados.

I1.45. Teorema de Menelao. Para que los
puntos 4,, B,, C; se hallen en una recta, es
necesario y suficiente que R = 1 (véase el
problema 11.43) y, ademds, entre los tres pun-
tos 4, By, C; ninguno o dos puntos se sitlien
en los lados del tridngulo ABC vy no en sus
prolongaciones.

Observacién. Bs posible en vez de la rela-
| AC |
(C1B]
segmentos dirigidos, que designaremos con
AC,

cion

y otras examinar la razon enire los

y determinar de la manera siguiente:

.8’

ACy | _1ACi]  ACy | e ;

CE|=TCB TB positiva cuando los
— —r

vectores AC, y C\B tienen la direccidn igual,

v negativa, si éstos tienen direcciones opues-
AC4

{as. (TE tione sentido sélo para los puntos
L

T4



dispuestos en una recta.) Es facil ver que la

* Cf . - .
razon —‘S—B’— es positiva, si el punto C, se halla
L

en el segmento A5, v negativa, si C, se en-
cuentra fuera de AB. Respeclivamente, en vez
de R examinaremos el producto de las razo-
nes de los segmentos dirigidos gue designare-

i~

mog con R. Luego introduzcamos los angulos
dirigidos. Por X ACC,, etc. entenderemos un
angulo, al cual debe girar C4 alrededor de C
en el sentido contrario al movimiento de las
agujas del reloj hasta que el rayo CA coincida
con ¢l rayo CC,. Ahora, en vez de R* oxami-

nemos R*, o sea, el producto correspondienic
de las razones de los senos de los dngulos di-
rigidos.

Ahora hace falta formular de pucvo los
problemas 11.43, I1.44 y I1.45.

43*. Demostrar que R = R*,

44%. Teorema de Ceva. Para que las rectas
AA,, BB, CC, se intersequen en un punto (o
sean paralelas), es necesario y suficiente que

H= 1.

45%. Teorema de Menelao. Para que los pun-
los 4,, By, C, schallen en una recta, es necesa-
rio y suficiente que R = —1.

[1.46. Demostrar que si tres rectas que pa-
san por los vértices de un triangulo, se inter-
secan en un mismo punto, entonces las rectas
simétricas a aquéllas respeclo a las bisectrices
correspondientes del triangulo, también con-
curren en un mismo punio o son paralelas.
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IT.47. Supongamos que O es un punto ar-
bitrario en un plano, M y N, los pies de las
perpendiculares bajadas desde el punto O
sohre las bisectrices de los dngulos interior v
exlecior A del triangulo ABC; P y @ estdn
definidos de manera analoga para el &ngulo
B: Ry T, para el angulo €. Demostrar que las
rectas MN, PQ y RT se intersecan e¢n un pun-
to o son paralelas.

I1.48. Supongamos que @ es el centro de
la circunferencia inscrita en el tridngulo ABC,
Ay, By, €y son los puntos de tangencia de esta
circunferencia con los lados BC, CA4, AB, res-
pectivamente. En los rayos 04, 0B,, 0C,, se
toman, respectivamente, los puntos L, M, X
que se encuentran a distancia igual de O.
a) Demostrar que las rectas AL, BM y CK
concurren en un punto. b) Sean 4,, By, C, las
proyecciones de 4, B, € sobre una recta arbi-
traria / que pasa por O. Demostrar que las
rectas 4,L, B\M y C,K sc intersecan en un
punto.

I1.49. Para que las diagonales AD, BE
y CF del hexdgono ABCDEF inscrito en una
circunferencia concurran en um punto, es ne-
cesario y suficiente que se cumpla la igualdad
|AB1-|CD |- |EF | = | BC || DE |-| FA |.

I1.506. Demostrar que: a) las bisectrices de
los dngulos exteriores del tridngulo cortan
las prolongaciones de los lados opuestos de
éste en tres puntog dispuestos en wna recla;
b) lag tangentes a la circunferencia civcunserita
alrededor del tridangulo, (razadas pov los
vértices de ésle, cortan sus lados opuestos en
tres puntos dispuestos en una recta.

76



[1.54. Una circunferencia corta el lJado A58
del triangulo ABC en los puntos €, y C,, el
lado CA, en los puntos B, y 3,, ellado BC, en
los puntos 4; y A.. Demostrar que si las rec-
tas AA,, BB, y CC, sec inlersecan en un punto,
las rectas AA,, BB,y CC, también lo hacen
en un punto.

11.52. En los lados AB, BC y CA del tridn-

gulo ABC se toman los puntos Cy, A; v B,.
Supongamos que C, es el punto de interseccidén
de las reclas AB y AB; A, es el punto de in-
tersecciéon de las rectas BC y ByCy; B, es el
punto de inlerseccion de las rectas AC y A4,C,.
Demostrar que si las rectas A4,, BB, y CC,
concurren en un punto, les puntos 4,, #, vy C,
se hallan en una recta.
* IL.53. Una recta corta los lados 4B, BC y
la prolongacién del lado AC del tridngulo ABC,
respectivamente, cn los puntos D, £ v F. De-
mostrar que los puntos medios de los seg-
mentos DC, AE y BF se encuentran en una
recta (recta de Gauss).

I1.54. Viene dado el tridngulo ABC. De-
finamos en el lado BC el punto 4, de la manera
siguiente: A4, es el punto medio del lade XKL
del pentagono regular MKXLNP, cuyos vértices
K y L se hallan en BC y los vértices M y N,
en AD y AC, respeclivamente. De manera ana-
loga, en los lados AB v AC estdn definidos log
puntos C; y B;. Demostrar que las rectas A4,
BB, y CC, concurren en un punto.

1E.55. Se dan tres circulos que no se inter-
secan, v entre los cuales no hay dos que se
corten. Designemos con A, 4,, 4 tres puntos
de interseccién de las tangentes interiores co-
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munes a dos cualesquiera de aquéltlos, v con
By, B,, B3, los puntos correspondientes de in-
terseccion de las tangentes exteriores. Demos-
trar que estos puntos se sitiian en cuatro rectas,
tres puntos en cada una (4,,4,, B3 A4,, B,,
A ,B1' A, Ag; By, By, By

.56, Demostrar que si las rectas que pa-
san por los vértices A, B y C del triangulo
ABC paralelamente a las rectas B,C,, C A,
v 4,B,, respectivamente, se intersecan ¢n un
punto, entonces también las rectas que pasan
pov 4,, By y C, paralelamente a las rectas BC,
CA y AB, igualmente se intersecan en un pun-
to (o son paralelas).

11.57. En el tridngulo ABC, M esun punto
arbitrario del plano. Las bisccirices de los dos
angulos formados por las rectas AM y BM
cortan la recta 4B en los puntos C, y C, (C, se
Lalla en el segmento 4B); de la misma manera
en BC y CA se definen los puntos 4, y 4,, B,
y B,. Demostrar que 4,, 4,, By, B,, C,, €,
se sitGan por (res en cada una de las cuatro
rectas.

I1.58. En los lados BC, CA y AB del tri-
angulo ABC se toman los puntos 4,, B,, C,,
respectivamente, y en los lados B,C,, C,4,,
A,B, del tridngulo 4,8,Cy, 4,, B,, C,. Se sabe
que las rectas 44,, BB,, CC, concurren cn un
punto, asi como las rectas 4,4,, B,B,, C,C,
se intersecan en un punto. Demostrar que las
rectas A4,, BB, CC, concurren en un punte
(o son paralelas).

11.59. Supongamos que ABCD es un
cuadrilatero, P, el punto de interseccion de BC
y AD, @, el punto de interscccion de CA y BD,
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I} es el punto de interseccion de AR y CD.
Demostrar que los puntos de interseccion de
BC y QR,de CA y RP, de AB v PQ se hallan
en una recta.

[1.660. En un lado del angulo con el vérti-
ce O se toman los puntos A, A, A, A ¥
en otro, B,, B,, B; B,. Las rectas A;B, v
A,B, concurren en el punto A y las rectas
AsBs v A B,, en el punto M. Demosirar que
para que los puntos O, N y M se hallen en una
recta, es necesario y suficiente el cumplimiento
de la igualdad

OB, OB, BB, 0A, 04, A4,

OB, OB, B:By 04a; O0A, A4, "
{Véase la observacién a los problemas 11.43,
11.44, 11.45).

I1.61. En los lados BC, CA v AB del tridn-
gulo ABC se toman los puntos 4, v 4,, B, y
B, C, y C,, respectivamente, de manera que
AA,, BB, y CC, concurren en un punto y 44.,,
BB,y CC, también se intersecan en un punto.
Demostrar que: a) los puntos de interseccidn
de las rectas A8, v AB, B,C, y BC, C,4, vy
CA se situan en la recta /;. De la misma ma-
nera los puntos 4,, B, y C, definen la recta I,;
b) el punto 4, punto de interseccién de las
cectas 2, y 1,, asi como el de inlerseccidn de las
rectas B,C;, y B,C, se hallan en una recla;
¢) los puntos de interseccion de las rectas BC
y B,C,, CA y C,4,, AB y A,B, sc sitiian en
una recta.

I1.62. Una recta arbitraria corla las rectas
AB, BC y CA en los puntes K, My L, respec-
tivamsentie, y las rectas 4,8,, B,C, y C;4,, en
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los puntos K;, M, v L,. Demostrar que si las
rectas A,M, B,L y C,K concurren en un punto,
entonces las rectas AM,, BL, y CK, también
se Litersecan en uu punto.

I1.63. Se dan el tridngulo ABC y el punto
D, Los puntos E, F y G se hallan, respectiva-
mente, en las rectas AD, BD y CD, K es el
punto de interseccion de AF y BE, L, el punto
de interseccion de BG vy CF, M, el punto de in-
lerseccion de CL y AG. En los puntos P, Q
y R se intersecan DK y AB, DL y BC, DM y
AC, respectivamente. Demostrar que las seis
rectas AL, EQ, BM, FR, CK y GP se interse-
can en un punto.

IT.64. Los puntos designados con letras
iguales 4 y A,, By B,, C y C, se sitian simé-
tricamente vespecto a la recta {; &V es un punto
arbitrario en I. Demostrar que las reetas AN,
BN, CN cortan respeclivamente las rectas
B,C,, CiA4,, A;B, ea tres puntos dispuestos en
una recta.

I1.65. Sean 4y, 4,, A, tres puntos en una
recta; 44, 44, A;, en otra. Demostrar que {res
puntos, en los ¢nales se intersecan de dos en dos
las rectas A;A, y A A, A,As y AgAg, A4,
y A4A, se hallan en una recta (teorema de Pap-
pus).

§ 3. Lugares geoméiricos de puntos

I1.66. Por el punto de interseccion de dos
circunferencias se traza una recta que por se-
gunda vez corta las circunferencias en dos
puntos A v B. Hallar el lugar geométrico de
los puntos medios de los scementos AB.
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I1.67. Se dan el pnnto 4 v 1a recta I; B es
un punto arbitrario de 1. Hallar el lugar geo-
métrico de los puntos A tales que ABN sea
un triangulo regular.

I1.68. Se da el tridngulo regular ABC. En
las prolongaciones de sus lados AB y AC mas
alla de los puntos B v C se toman los puntos D
y £ de tal manera que |BD |-|CE | =
= | BC [*. Hallar ¢l lugar geométrico de los
punios de interseccidn de las rectas DC y BE.

11.69. Se dan (res puntos 4, B y C en
una recla; D es un punto arbitrario del plano
que no se encuentra en esta recta. Tracemos
por C las rectas paralelas a AD y BD hasta la
interseccion con las rectas BD y AD en los
puntos P y Q. Hallar el lugar geométrico de los
pies M de las perpendiculares bajadas desde C
sobre P(), y encontrar todos los puntos D, pa-
ra los cuales A7 es un punto fijo.

11.70. En el lado AC de! tridngulo ABC
se toma el punto A y en la mediana BD, cl
punto P de tal manera que el drea del tridingu-
lo APK es igual al area del tridngulo BPC.
Hallar el lugar geométrico de los puntos de
interseccion de las rectas AP y BK.

I1.71. Por el punto dado O en el interior
de nn angulo prefijado pasan dos rayos que
forman el 4ngulo establecido . Supongamos
que el primer rayo corta un lado del dngulo en
el punto A, mienlras que el segundo corta el
otro lado del angulo en el punto B. Hallar el
lugar geométrico de los pies de las perpendicu-
lares bajadas desde O sobre la recta 4 5.

I1.72. En una circunferencia estan traza-
dos dos didmetros AC y BD mutuamente per-
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pendiculares. P es nn punto arbitrario de la
circunferencia, PA corta BD en el punto F.
La recta que pasa por £ paralelamente a AC
concurre con la recta PB en el punto M. Ha-
llar el lugar geométrico de los puntos M.

I1.73. Se dan un Angulo, cuyo vértice se
encuentra en el punto M, v el punto B. Una
circunferencia arbitraria que pasa por M y B,
corta los lados del dngulo en los puntos C y D
(distintos de M). Hallar el lugar geométrico
de los centros de masas de los tridngulos MCD.

11.74. Uno de los vértices de un rectangulo
se encuentra en un punto dado, los otros dos
que no pertenecen a wn lado, en dos rectas
prefijadas mutnamente perpendiculares. Hallar
el lugar geomélrico de los cuarlos vérlices de
semejantes rectangulos.

[1.756. Sea A uno de los dos puntos de in-
terseccidon de ¢os circunferencias dadas; por
el otro punlo de inlerseccién estd trazada una
recta arbitraria que corta una circunferencia
en el punto B y a la otra, en el punto C, dife-
rentes de los puntos comunes de estas circun-
ferencias. Hallar ¢ lngar geométrico: a) de
los centros de las circunferencias circunscritas
alrededor de ABC; b} de los centros de masas
del tridngulo 4BC; c¢) de los puntos de inter-
seccion de las alturas del triangulo ABC.

I[.76. Sean B vy C dos puntos fijos de una
circunferencia dada; A es un punto variable
de la mismna circunferencia. Hallar el lugar
geométrico de los pies de las perpendiculares
bajadas desde el punto medio de AB sobre AC.

[[.77. Hallar el lugar geoméirico de los
puntos de interseccion de las diagonales en los
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rectangulos, cuyos lados (o sus prolongaciones)
pasan por cuatro puntos dados del plano.

I1.78. Se dan dos circulos tangentes inte-
riormente en el punto A. La tangente al cir-
culo menor corta la circunferencia mayor en
los puntos B y C. Hallar el lugar geométrico
de los centros de las circunferencias inseritas
en los triangulos ABC.

I1.79. Vienen dadas dos circunferencias
que se intersecan. Hallar el lugar geométrico
de los centiros de los recténgulos con vértices
en estas circunferencias.

11.80. Sobre la mesa de billar redonda, en
el punto A distinto del centro, se halla una
bola elastica, cuyas dimensiones pueden des-
preciarse. Indicar el lugar geométrico de los
puntos A, desde los cuales se pueda dirigir la
bola eldstica de manera gue ésta, evitando el
centro de la mesa de billar, acierte en el punto
A después de tres rebotes de su baranda.

I1.81. Por un punto equidistante de dos
rectas paralelas dadas estd trazada una recta
que corta estas rectas en los puntos M y V.
Hallar el lugar geométrico de los vértices P
de los triangulos equiliteros MNP.

I11.82. Se dan dos puntos A y B y la recta {.
Hallar el lugar geométrico de los centros de las
circunferencias que pasan por A y B y cortan
la recta i

I1.83. Se dan dos puntos O y M. Deter-
minar: a) el lugar geométrico de log puntos del
plano, que puedan servir de uno de los vérti-
ces de un triangulo con el centro del circulo
circunscrito en el punto O y con el ceniro de
masas en el punto M; b) el lugar geométrico

6t a3



de los puntos del plano, que puedan serviv de
uno de log vértices de un Lriangulo obtusan-
gulo con el centro del c¢irculo circunscrito en el
punio O v el centro de masas en el punto M.

{1.84. Una circunferencia tiene inscrito un
tridngulo regular. Hallar el lugar geométrico
de los punios de interseccion de las alturas de
todos los (ridngulos posibles inscritos en esta
misma circunferencia, cuyos dos lados sean
paralelos a dos lados del tridngulo regular
dado.

IT.85. Hallar el lugar geométrico de los
centros de todos los rectangulos posibles cir-
cunscritos alrededor de un tridngulo dado.
(Llamaremos cireunscrito al rectangulo, si uno
de los vértices del triangulo coincide con cl
vértice del rectangulo, mientras gue los dos
otros se hallan en dos lados del rectangulo
gue no contienen este vértice.)

L[.B6. Se dan dos cuadrados con los lados
correspondientemente paralelos, Determinar el
lugar geométrico de los puntos M, tales que
para cualgunier punto £ del primer cuadrado se
encuentre un punto Q del segundo, tal que el
tridngulo MPQ sea regular. Sean ¢ y b los
lados del primero y del segundo cuadrados,
respectivamente. (Para qué relacion enire a
y b el lugar geométrico buscado de los puntos
no es vacio?

IT.87. En el interior de nn tridngulo dado
hallar e! Ingar geométrico de los puntos M,
para cada uno de los cuales para cualqnier
punto N que vace en la {rontera del Lridngulo,
pueda encontrarse un punto P en su interior o
en la frontera, tal que el drea del {ridngulo
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MNP no sea inferior a 1/6 parte del area del
triangulo dado.

£1.88. Se dan dos puntos A e 1. Hallar el
lugar geométrico de los puntos 5 tales que
exista el triangulo ABC con el centro del
circulo inscrito ubicado en el punto £, todos los
angulos del cual son inferiores a o (60° <<
o W).

I1.89, Los puntos A, B y € se encuentran
en una recta (B se encuentra entre A y C).
Hallar el lugar geoméirico de los puntos M
tales que ctg £ AMB - ctg £ BMC = k.

11.90. Se dan dos puntos A y Q. Hallar el
lugar geométrico de los puntos B tales que
exista el tridingulo acutdngulo ABC, para el
cnal Q es el centro de masas.

i1.91. Se dan dos puntos 4 y H. Hallar el
lugar geoméirico de los puntos B tales que
exista el tridngulo ABC, para el cual i es el
punto de interseccién de las alturas y lodos los
dngulos del cual son superiores a a (o <C nf4).

11.92. En un plano vienen dados dos rayos.
Hallar el lugar geométrico de los puntos del
plano equidistantes de estos rayos. (La dis-
tancia desde un punto hasta el rayo es igual a
la distancia desde cste punto hasta el punio
del rayo, mas proximo a aquél.)

11.93. Se dan un angulo y una circunfe-
rencia con el centro en el punto O, iuscrita en
este Angulo. Una recta arbitraria es tangeute a
Ja circunferencia v corta los lados del dngulo
en los punlos M y N. Hallar el lugar geomé-
irico de los centros de las circunferencias cir-
cunscritas alrededor de los tridngwnlos JWON.

11.94. Se dan dos circunferencias, con sen-
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dos puntos A y B equidistantes del punto me-
dio del segmento que une sus centros. [allar
el lugar geométrico de los puntos medios de los
segmentos AB.

I1.95. Sobre el segmento dado A8 tome-
mos un punto arbitrario M y examinemos dos
cuadrados AMCD y MBEF dispuestos por un
lado de AB. Circunscribamos alrededor de
estos cuadrados las circunferencias y designe-
mos con & su punto de interseccién, distinto
de M. Demostrar que: a) AF y BC se intersecan
en N; b) MN pasa por un punto fijo del plano.
Hallar el lugar geométrico de los punios medios
de los segmentos que unen los centros de los
cuadrados.

I1.96. Se dan una circunferencia y el pun-
to A. Sea M un punto arbitrario de la circun-
ferencia. Hallar el lugar geomsétrico de los
puntos de interseccién de la mediatriz trazada
al segmento AM y la tangente a la circunie-
rencia que pasa por M.

I1.97. Dos circunferencias entran en con-
tacto en el punto 4. Una recta que pasa por A.
corta por segunda vez estas circunferencias en
los puntos B y C, la olra, en los puntos B, y
Cy (8 y B, se sitian en una misma circunfe-
rencia). Hallar el lugar geométrico de los
puntos de interseccién de las circunferencias
circunscritas alrededor de los tridngulos AB,C
y ABC,.

I1.98. Hallar el lugar geométrico de los
vértices de los angulos rectos de todos los
tridngulos rectdngulos isosceles posibles, los
extremos de cuyas hipotenusas se sitian en dos
circunferencias dadas.
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11.99. T.os lados de un Lridngulo dado son
diagonales de tres paralelogramos. Los lados
de estos paralelogramos son paralelos a dos
rectas: [ v p. Demostrar que las tres diagona-
les de cstos paralelogramos, distintas de los
lados del tridngulo, concurren en el punto M.
Hallar el lugar geoméirico de los puntos A7,
si I y p son dos rectas arbitrarias mutuamente
perpendiculares.

I1.100. Supongamos que 8 y C son dos
puntos fijos de nna circunferencia, 4, un punto
arbitrario de esta circunferencia, H, el punto
de interseccién de las alturas del tridngulo
ABC y M, la proyeccién de H sobre la bisec-
triz del angulo BAC. Hallar el lugar geo-
métrico de puntos M.

11.101. En el tridngulo dado ABC sea D

un punto arbitrario cn la recta BC. Las rectas
que pasan por D paralelamente a AB y AC,
cortan AC y AB en los puntos £ y F. Hallar
el lugar geométrico de los centros de las cir-
cunferencias que pasan por los puntos D,
E y F.
[1.102. En el tridngulo regular dado ABC
hallar el lugar gcométrico de los puntos M en
el interior de esle tridngulo tales, que
L. MAB 4 /. MBC + £/ MCA = =n/2.

11.103. En ¢! interior de un triangulo sc
toma un punto M tal, que existe una recta !
que pasa por M y divide el tridngulo dado en
dos partes de manera que, dada la transforma-
cién simétrica respecto a [, una parle se en
cuentra en el interior o en la frontera de la
otra. Hallar el Jugar geométrico de puntos M.
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§ 4. Tridngulo. Tridngulo y circunferencia

IT.104. Desde el vértice 4 del tridngulo
ABC estan bajadas las perpendiculares AM y
AN sobre las bisectrices de los dngulos exterio-
res del tridngulo (8 y C). Demostrar que el
segmento MA es igual al semiperimeiro del
teidngulo ARC.

11.105. En el tridangnlo ABC esta irazada
la altura BD, AN es la perpendicular a 475
y CM, la perpendicular a BC; ademas.
|AN | = |DC |, |CM |=|4D |. Demos-
trar que M y N son equidisiantes del vér-
tice B.

IT.106. Demostrar que para cualgquier tri-
angulo rectangulo el radio de la circunferencia
que ontra en conlacto con sus catetos y la
circunferencia circunscrita (por dentro) es igual
al didmetro de la circunferencia inscrita.

I1.107. Demostrar que si un lado del tri-
angulo yace sobre un plano recto fijo y el pun-
to de interseccién de las alturas coincide con
el punto fijo, la circunferencia circunsgerita
alrededor de este triangulo también pasa por
el punto fijo.

I1.108. En el triangulo dado ABC sean
Ay, By y C; los puntos de la circunferencia cir-
cunscrita alrededor de ABC, diametralmente
opuestos a los vérticos A, B y €. Tracemos por
A4y, B, y €, unas rectas paralelas a BC, CA y
AB. Demostrar que el tridngulo formado por
eglas rectas es homotético al tridngulo ABC
con la razon 2 y el centro en el punto de inler-
seccion de las alturas del tridngulo ABC.

I1.109. Demostrar que las proyecciones del

88



pic de la altura del tridngulo sobre los lados
que la comprenden, y sobre las otras dos altu-
ras se hallan en una recta.

JE.110. En la prolongacién del lado AB
del trisdngulo ABC mas alla del punto B se
toma el punto D de tal manera que | BD | =
= | CB . De la misma manera, en la prolon-
gacion del lado €B was allad del punto B se
toma el punto ¥ de modo que | BF | = | AB |.
Demostrar que los puntos 4, C, D y F se
hallan en una ecircunferencia, cuyo centro se
encuentra en la circunferencia circunserita al-
rededor del tridngulo 48C.

II.111. Tres circunferencias que se inter-
secan, pasan por el punto . Demostrar que I/
es ¢l punto de inierseccién de las alturas de
un tridngulo, cuyos vértices coinciden con los
olros tres puntos de interseccién de dos en des
de las circunferencias.

[1.112, Sea P un punto arbitrario de la
circunferencia circunscrita alrededor de un
rectangulo. Dos reclas gque pasan por P en
paralelo a los lados del rectangulo, cortan los
lados de éste o sus prolongaciones en los pun-
tos K, L, M y N. Demostrar que &V es el punio
de interseccion de las alturas del iridngulo
KLM. Demostrar también que los pies de las
alturas del t(ridngulo KLM, distintas de P,
se hallan en las diagonales del rectingulo.

11.113. El tridngulo ABC ticne trazadas
las bisectrices AD, BE y CF. Una recla per-
pendicular a AD, que pasa por el punto medio
de AD, corta AC cen el punto P. Otra recla
perpendicular a BE, que pasa por el punto
medio de BE, corta 4B en ¢l punto Q. Por
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fin, Ja tercera recta perpendicular a CF, que
pasa por el punio medio de CF, corta CB en
el punto R. Demostrar que Jos tridngules
DEF y PQR son equivalentes.

I1.114. En el triangulo isosceles ABC
(l1AB{ =1|BC|), D es el punto medio de
AC, E, la proyeccién de D sobre BC, F, ¢l
punto medio de DZ. Demostrar que las rectas
BF y AFE son perpendiculares.

1I.115. La circunferencia inscrita en el
triangulo 4 BC entra en contacto con los lados
AB y AC en los puntos C; y By, mientras que
la circunferencia que tiene contacto con el
lado BC y las prolongaciones de AB y AC, es
tangente a las rectas A8 y AC en los puntos
C, v B,. Sea D el punto medio de BC. La
recta AD se interseca con las rectas B,C, y
B,C, en los puntos £ y F. Demostrar que
BECF es un paralelogramo.

11.116. El tridngulo ABC tiene trazada la
bisectriz del angulo interior AD. Construya-
mos una tangente I al circulo circunscrito en el
punto 4. Demostrar que la recta trazada por
D paralelamente a I es tangente a la circunfe-
rencia inscrita en ¢l iridngulo ABC.

I1.117. En el tridngulo ABC se lraza una
recta que corta los lados AC y BC cn los pun-
tos M y NV de maneraque | MN | = | AM | +
4+ | BN |. Demostrar quetodas las rectas de
este género son tangentes a una misma cireun-
ferencia.

IT.118. Demostrar que los puntos simétri-
cos al centro del circulo circunscrito alrededor
de wn iriangulo, respecto a los puntos medios
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de sus medianas, se hallan en las aliuras del
triangulo.

11.119. Demostrar que si la altura de un
triangulo es J/2 veces mayor que el radio del
circulo circunscrito, la recla que une los pies
de las perpendiculares bajadas desde el pie de
esta altura sobre los lados que la comprenden,
pasa por el centro del circulo circunserito.

11.129. Supongamos que ABC es un tridn-
gulo rectangulo (L C = 90°), CD, la altura, X,
un punto del plano; ademas, | AKX | = | AC |.
Demostrar que el didmetro de la circunferencia
circunscrita alrededor del tridngulo 4BK, el

cual pasa por el vértice A, es perpendicular a
la recta DX.

I1.121. Por el vértice A del tridngulo 4 BC
se traza una recta paralela a BC; en esta recta
se toma el punto D de modo que |AD | =
= | AC | 4+ | AB |: el segmento DB corta el
lado AC en el punto £. Demostrar que la recta
trazada por £ paralelamente a BC, pasa por el
centro de la circunferencia inscrita em el tri-
idngulo ABC.

11.122. Dos circunferencias pasan por el
vértice de un dngulo y nn punto gue se halla en
la bisectriz. Demostrar que los segmentos de
los lados del dngulo, comprendidos entre las
circunferencias, son iguales.

11.123. Sec dan el tridngulo ABC y el punto
D. Las rectas AD, BD y CD se intersecan por
segunda vez con la circunferencia circunscrita
alrededor del tridngulo ABC en los puntoes
A,, B, y €, respectivamente. Examinemos dos
circunferencias: la primera pasa por 4 y A4,
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v la segunda, por B y B,. Demostrar que los
oxtremos de Ja cuerda comin de estas dos
circunferencias ¥ los puntes € y C; sc hallan
en una circunferencia.

11.124. Por los vértices 4, B y € del lrian-
oulo ABC cstan trazadas tres rectas paralelas
I, 1, v 15. Demostrar que las rectas simétricas
a l, I, v I, respectivamente, en cuanto a las
bisectrices de los dngulos 4, B y C, concurren
en un punto dispuesto en la circunferencia cir-
cunscrita alrededor del tridangulo 4BC.

I1.125. Demostrar que si M es un punto
en el interior del tridngulo ABC y las rectas
AM, BM y CM pasan, respectivamente, por
los centros de las cireunferencias circunscritas
alrededor de los tridngulos BMC, CMA y
AMB, M es el centro de la circunferencia ins-
crita en el tridngulo ABC.

I1.126. En los lados BC, CA v AD del
triangulo ABC se toman los puntos 4,, 5,
v €, respectivamente. Sea M un punto arbi-
trario del plano. La recta BM corta por se-
gunda vez la circunferencia que pasa por A,.
B y C, en ¢l punto B,, la vecta CM corta la
circunferencia que pasa por A,, By v C, en
el punto C,, y la recta AM corta la circunfe-
rencia que pasa por 4, By y €y, en cl punto
A,. Demostrar que los puntos 4, By, C, ¥
M se encuentran en una circunferencia.

11.127. Sea A, un punto simétrico al punto
de tangencia de la circunferencia inscrila en
el triangulo ABC con el lado BC, respecio a la
hisectriz del 4dngulo 4. De manera andloga
se determinan los puntos B, v €. Demaoslrar
que las rectas A4,, B8, CC, y la recla que
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pasa por los centros de las cirennferencias ins-
ceila ¥ circunserita def Lridngulo ABC, con-
curren en un puato. ;

11.128, Sean AA,, BEB,, CC, las alturas
del triangulo ABC. Una recta perpendicular a
AL corta AC y A,C, en los puntos K y L.
Demostrar gue el centro de la circunferencia
circunserila alrededor del tridngnlo KLB, se
halla en la recta BC.

11.129. Cuatro circunferencias iguales que
se intersecan, pasan por el pumnto 4. Demos-
trar que Lres seginentlos, los extremos de cada
uno de los cuales difieren de A y son puntos de
interseccion de dos circunferencias (los lados
opuestos de cada segmento no pertenecen a una
circunferencia), concurren en un punto.

I1.130. En el tridngulo reclangulo A BC el
angulo C es recto, O es ¢l centro de la circun-
ferencia inscrita, M, el punto de tangencia de
la circunferencia inscrita con la hipotenusa;
la circunferencia con el centro en M que pasa
por O, se inlerseca con las bisectrices de los
angulos 4 y 22 en los puntos K y L distintes
de 0. Demostrar que K y L son centros de las
circunferencias inscritas en los tridngulos ACD
y BCD, dondo CD es la altura del tridngule
ARBC.

IT1.131. Demostrar que en el tridngulo ABC
la bisectriz de! angulo 4, la linea media, pa-
ralela a AC, y la recta gque une los puntos de
tangencia de la circunferencia inscrita con los
lados CB y CA, se cortan en un punto.

T1.132. Demostrar que tres recias gue pa-
san por los pies de dos alturas del tridngulo,
los extremos de dos de sus bisectrices y dos
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puntos de tangencia de la circunferencia inscri-
la con sus lados (todos los puntos se hallan en
dos lados del tridngulo), se cortan en un punto.

I1.133. En los lados BC, CA y AB del
triangulo ABC se loman los puntos 4,, B, ¥
C;, respectivamente, de tal manera que las
rectas 44,, BB, v CC, se corten en un punto.
Demostrar que si AA, es la bisectriz del dngulo
B\A,C,, entonces AA, es la altura del trian-
gulo ABC.

11.134. En los lados BC, CA y AB del
tridngulo A BC se toman, respectivamente, los
punios 4,, B, y C; de manera que £ AA4,C =
= £/ BBA = £ CC,B (los dngulos se miden
en un solo sentido). Demostrar que el centro
de la circunferencia circunscrita alrededor del
triangulo limitado por las rectas 44,, BB, ¥
CC,, coincide con el punto de interseccion de
las alturas del tridngulo ABC.

I1.135. Los vértices del tridngulo 4,B,C,
se hallan en las rectas BC, CA v AB (4, se
encuentra en BC; B,, en CA: C,, en AB).
Demostirar que si los tridngulos ABC y 4,8,
son semejantes (son homdlogos los vértices A y
A4,. By By, Cy (), el punto de interseccion
de las alturas del tridngulo 4,8, es el centro
de la circunferencia circunscrita alrededor del
triangulo ABC. ;Sera cierta la afirmacion in-
versa?

I1.136. En cada lado de un tridngulo se
toman dos puntos de manera que los seis seg-
mentos que unen cada punio con el vértice
opuesto, son iguales entre si. Demostrar que los
puntos medios de estos seis segmentos se
hallan en una circunferencia.
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11.137. En los ravos AB v CB del tridn-
gulo ABC estin trazados los segmentos
| AM | = |CN { = p, donde p es el semipe-
rimetro del tridngulo (8 se halla entre A y M,
asi como entre C y N). Sea XK el punlo de la
circunferencia circunscrita alrededor de ABC,
diametralmente opuesto a 5. Demostrar que
la perpendicular bajada desde K sobre MN
pasa por el centro de la circunferencia ins-
crita.

11.138. Desde cierto punto de la circun-
ferencia circunscrita alrededor de un triangulo
equildtero A BC estan trazadas las rectas para-
lelas a BC, CA y AB, que cortan C4, AB y
BC en los puntos M, N y Q, respectivamente.
Demostrar que M, N y Q se ballan en una
recta.

I1.139. Demostrar que tres rectas simeé-
tricas a una recta arbitraria que pasa por el
punto de interseccion de las alturas de un tri-
angulo, respecto & los lados de éste, se cortan
¢n wn punto.

[1.140. Teorema de Leibniz. Supongamos
gque M es un punto arbitrario de! plano, &,
¢l centro de masas del tridngulo 4ABC. Enton-
ces se cumple la igualdad 3 | MG PP =
= |MA P+ | MB]P+ IMCP —

~ $(IAB+ | BC P+ |CA D).

II.141. Supongamos que ABC es un tri-
-angulo regular con el lado a, M, cierto punto
del plano que se halla a la distancia d del
centro del tridngulo ABC. Demostrar que el
drea del triangulo, cuyvos lados son iguales a
los segmentos MA, MB v MC, se expresa por
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7
medio de la [érmala § = % | a* — 3d *®|.

IL.142, Se dan dos tridngulos regulares:
ABC y 4,B,C,. lallar el lugar geomdlrico de
los puntos # tales que dos triangulos forma-
dos por los segmentos MA, MB, MC vy MA,,
MB,. MC,, respectivamiente, sean equivalen-
tes.

11.143. En los rayos AB y CB del triangulo
ABC se trazan los segmentos AK y CM iguales
a AC. Demostrar que ¢] radio de la circunie-
rencia circunscrita alrededor del tridngulo
BKM, esigual a la distancia entre log centros
de las circunferencias inscrita y circunscrita
del tridngulo ABC, mienlras que la recta KM
es perpendicular a la reeta que une los centros
de las circunferencias inscrita y circuns-
crita.

I1.144. Por un vértice del tridngulo estd
trazada una recta perpendicular a ia recta gue
une los centros de las circunferencias inscrita
y circunserita. Demostrar que esta recta for-
ma con los lados del triangulo dado dos trian-
gulos, sin incluir el de partida, para los cuales
la diferencia de los radios de las circunferen-
cias circunseritas es igual a la distancia entre
los ceniros de Jas circunferencias inscrita y cir-
cunserita del triangulo inicial.

IL.145. Demostrar que si las longitudes de
los lados del tridneulo forman la progresion
arilmética, entonces: a) el radio del circulo
inscrito es igual a 1/3 de la altura bajada sobre
el lado medio; b) la recta que une el centro de
masas del Lridngulo con el centro del circulo
inscrito, es paralela al lado medio: ¢} la
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bisectriz del angulo interior, opuesto al lado
medio, cs perpendicular a la recta gue une log
centros de los circulos inscrito y circunscrito;
d) para todos los puntos de esta bisectriz, la
suma de las distancias hasta los Jados del tri-
angulo es constante; e) el centro de la circun-
ferencia inscrita, los puntos medios de los la-
dos maximo y minimo y el vértice del angulo
formado por éstos, se hallan em una circunfe-
rencia.

[1.146. Sca X el punto medio del lado BC
del triangulo 4 #C, M, el pie de la altura ba-
jada sobre BC. La circunferencia inscrita en el
{ridgngulo ABC tiene contaclo con el lado BC
en el punto D; la circunferencia exinscrita que
enira en contacto con lag prolongaciones de
AB y AC vy cl lado BC, es tangente a BC en
el punto £. La tangente cominn a eslas clecun-
ferencias, distinta de los lados del triangulo,
corta la circunferencia que pasa por K y M,
en los punios F y G. Demostrar que los puntos
D, E, F y z se hallan en una circunferencia.

]
* #

I1.147. Demostrar que el centro de masas
del  triangulo, el punto do interseccion de
las alturas y el centro del circulo circunserito
se hallan en una recta (recta de Euler).

I1.148. :Qué lados corta la recta de Euler
en los tridnculos acutangulo y obtusangulo?

I1.149. Sca K un punto simétrico al cen-
tro de la circunferencia circunscrita alrededor
del AABC, respecto al lado BC. Demostrar que
la recta de Euler en el tridangulo A BC divide el
segmento AKX por la milad.
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1T.150. Demostrar que en la recta de Euler
en el tridngulo ABC existe un punlo 7 tal,
que las distancias desde los centros de masas de
los triangulos ABP, BCP, CAP, respectiva-
mente, hasta los vérlices C, A y B son iguales
entre si.

I1.151. Sea P un punto interior al tridngu-
lo ABC, tal gue los angulos APB, BPC y CPA
son iguales a 120” (suponemos que los dngulos
del triangulo ABC son menores de 120%). De-
mostrar que las rectas de Euler cn los tridn-
gulos APB, BPC y (P4 sccortan en un punto.

Observacion. Al resolver este problema, se
aprovecha el resultado del problema I1.296.

I1.152. Demostrar que la recta que une los
centros de las circunferencias inscrita y circuns-
crita de un {riangulo dado, es la recta de Enler
en el triangulo con vértices en los puntos de
tangencia de la circunferencia inserita con los
lados del tridugulo dado.

* » *

11.153. Demostrar que los pies de las per-
pendiculares bajadas desde un punto arbitrario
de la circunferencia circunscrila alrededor de
un tridngulo, sobre los lados de éste, se hallan
en una recla (recta de Simson).

I1.154. Demostrar que el dngulo compren-
dido entre las rectas de Simson que correspon-
den a dos punios de una civcunferencia, se mi-
de por la mitad del arco entre estos puntos.

11.155, Sea M wn punto de la circunferen-
cia circunserita alrededor del tridngulo ABC.
La recta que pasa por M es perpendicular a
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BC y corta por segunda vez la circunferencia
en ¢l pento . Demostrar que la recta de Sim-
son que corresponde al punto M, es paralela a
la recta AN.

IT1.156. Demostrar que la proyeccion del
lado AB del tridngulo ABC sobre la recta de
Simson que corresponde al punto M, es igual
a la distancia entre las proyecciones del punto
M sobre los lados AC v BC.

II.157. Sean AA,, BB,, CC, las alturas del
tridngulo ABC. Las rectas 4A,, BB,, CC,
cortan por segunda vez la civeunferencia cir-
cunscrita alrededor del triangulo ABC en
los puntos A,, B,, C,, respeclivamente. Las
rectas de Simson que corresponden a los puntos
A, By, €y, forman el tridngulo 4,3,C, (A
es el punto de interseccion de las rectas de Sim-
son que corresponden a los puntos B, y C,,
etc.). Demostirar que los centros de masas de
los tridngulos 4,B,C, v A,B,C; coinciden,
mientras que las rectas 4,43, B,B; vy C,04
se cortan cn un punto.

I1.158. Supongamos que A;, B, y C, son
puntos cn la circunferencia circunserita alre-
dedor del tridngulo ABC, tales que UAA, +
-+ uBB, + ulC, = 2ka (Lodos los arcos se
miden en un sentide; & es un nimero enters).
Demostrar que las veclas de Simson de los
punios 4,, B, y €, respecto al tridngulo 4 BC
se cortan en un punto.

IT.159. Demostrar que la tangente a una
pardbola en su vértice es la recta de Simson
en un tridngnlo formado al intersecar tres
olras tangentes cualesquiera a la misma para-

bola.
7% 99



&
& =

11.160. Demostrar que los puntos medios
de los lados del {riangulo, los pies de las altu-
ras v los puntos medios de los segmentos de
las alturas desde los vértices hasta el punto de
su interseccion se hallan en wna circunferencia,
0 sea, en «la circunferencia de los nueve puntosy
(teorema de Euler).

I1.161. Supongamos que #H es el punto de
interseccion de las alturas de un triangulo, D,
¢l punto medio de cualquier lado, K, uno de
los puntos de inierseccién de la recta HD
con la circunferencia circunscrita (D se encuen-
tra entre A y K). Demostrar que D es el pun-
to medio del segmento HK.

11.462. Supongamos gue M es el punto de
interseccion de las medianas de un tridngulo,
E, el pie de cualquier allura, 7, uno de los
puntos de interseccion de la recta ME con la
circunferencia circunscrita (M se encuentra
entre £ y F). Demostrar que {FM | =
= 2 | EM |.

I1.163. La altura bajada sobre el lado BC
del triangule ABC corta la circunferencia cir-
cunserita cn el punto A4,. Demostrar que Ia
distancia desde el centro de la circunferencia
de los nueve puntos hasta el lade BC es igual

1
a 5|44, |

I1.164. En el tridngulo ABC, A4, es la
altura, I7, el punto de interseccién de las altu-
ras. Sea £ un punto arhitrario de la circunfe-
rencia civcunserita alrededor del tridngulo
ABC, M, un punlo en la recta #P, tal que
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| HP |- | HM | = | HA |- | HA | (H se halla
en el segmento MP, si el tridngulo ABC es
acutangulo y fuera de éste, si es un tridngulo
obtusdngulo). Demostrar que M sc sitia en la
circunferencia de los nueve puntos del trian-
cgulo ABC.

11.165. En el tridngulo ABC, BK cs la
altura, BL, la mediana, M y N, proyecciones
de los puntos 4 y C sobre la bisectriz del dn-
gulo B. Demostrar que los puntos K, L, M y N
se hallan en una circunferencia, cuyo centro se
dispone en la circunferencia de los nueve pun-
tos del triangulo ABC. {

I1.166. Sean H el punto de interseccién de
las alturas de un tridngulo, #, un puuto arhi-
trario de la circunferencia circunscrita. De-
mostrar que la recta de Simson, la cual corres-
ponde al punto #, pasa por uno de los puntos
de inlerseccion de la recta FH con la circun-
ferencia de los nueve puntos (véanse los pro-
blemas II.453, 1L.159).

I1.167. Supongamos que [ ¢s una recta ar-
bitraria que pasa por el centro de la circunfe-
rencia circunscrita alrededor del triangulo
ABC; A, B, v C, son las proyecciones de 4,
By C sobre 1. Tracemos por A, una recta per-
pendicular a BC, por B,, otra recta perpendi-
cular a AC y por C,, la tercera recta perpendi-
cular a AB. Demostrar que estas tres rectas se
infersecan en un punto dispuesto en la circun-
ferencia de los nueve puntos del {ridngulo
ABC.

11.468. En el lridngnlo ABC, AA,, BD,
v CC, son sus alturas. Demostrar que las reclas
de Fuler de los tviangulos AD,C,, A,BC,,
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A B,C se cortan en un punto P tal de la cir-
cunferencia de los nueve puntos, para el cual
uno de los segmentos PA,, PB,, PC, es igual
a la suma de otros dos segmentos (problema de
Victor Thebault).

I1.169. Demostrar que Lres circunferencias,
cada una de las cuales pasa por el vértice de
un triangulo, por el pie de la altura, bajada
desde este vértice, y es tangente al radio del
circulo circunscrito alrededor del tridngulo,
trazado hacia este vértice, se cortan en dos
puntos dispuestos en la recta de Euler del trian-
gulo dado. -

11.170. Examinemos tres circunferencias,
cada una de las cuales pasa por un vértice de un
tridngulo v los pies de dos bisectrices, interior
v exterior, que salen de este vértice (semejan-
tes circunferencias llevan el nembre de circun-
ferencias de Apolonio). Demostrar que: a) estas
tres circunferencias se inlersecan en dos puntos
(M, y M,); b) larecta M, M, pasa por ¢l centro
del circulo circunscrito alrededor del tridngulo
dado; ¢) los pies de las perpendiculares bajadas
desde los puntos M, y M, sobre los lados del
triangulo sirven como vértices de dos tridn-
gulos regulares.

11.171. Una recta, simétrica a [a mediana
de un tridngulo con respeclo a la bisectriz del
mismo &ngulo, de! cual parte la mediana, se
llama simediana. Supongamos que la simedia-
na que paric del vértice B del tridangulo ABC,
corta AC en el punto K. Demostrar que
|AK |2 | KC | = [ AB [ | BC %

[1.172. Supongamos gue D es un punto
arhitrario tomado en el lado BC, E y F son
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puntos en AC y AB tales, que DE es paralela
a AB y DF es paralela a AC. Una circunferen-
cia que pasa por D, £ y F, corla por segunda
vez BC, CA v AB en los puntos D,, £, v 7y,
respectivamente. Sean M v N los puntos de
interseccion de DE v E\D,, DF v DE,. De-
moslrar que 3 v N se hallan en la simediana
que parte del vérlice A. Ademaés, si D coincide
con el pie de la simediana, la circunferencia
gue pasa por D, E y F, enlra en conlacto coun
el lado BC. (Esta circunferencia se Hama cir-
cunferencia de Tucker).

I1.173. Demostrar que las cuerdas comu-
nes de la circunferencia circunscrita alrededor
de un triangulo dado y de las circunferencias
de Apolonio son simedianas de este tridngulo
(véanse los problemas TL.170, II1.471).

*
#F *

11.174. En el trapecio ABCD, el lado CD
es perpendicular a las bases AD y BC. Una
circunferencia con didmetro A8 corta AD en
el punto P (P difiere de 4). La tangente a la
circunferencia en el punto P corla CD en el
punto M. A pactiv de M, hacia la circunferen-
cia, estd trazada una segunda tangenle que
tienc contacto coan ella en el punto Q. Demos-
trar que la recta BQ parte CD por la mitad.

I1.175. Sean M v N las proyecciones del
punto de interseccién de las alturas del trian-
gulo ABC sobre las bisectrices de los angulos
interior v exterior B. Demostrar que la recta
MN parte el lado AC por la mitad.

IT.176. Se da una circunferencia y dos pun-
tos 4 v B cn ésta. Las tangenles a la circunfe-
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rencia que pasan por A v B, se cortan en el
punto €. La circunferencia que pasa por C,
es tangenle a la recta 4B en ¢l punto B y se
interseca por segunda vez con la dada en el
punto A . Demostrar que la recta AM divide
el segmento CB por la milad.

I1.177. Desde el punto A, dispuesto fuera
de una circunferencia, cstan irazadas a ésta
dos tangentes AM y AN (M y N son puntos de
tangencia) y una secante que corta la circun-
ferencia en los puntos K y L. Tracemos una
recta arbitraria ! paralela a AM. Supongamos
que KM y LM cortan I en los puntos P y Q.
Demostrar que la recta: MN divide el sog-
mento PQ por la mitad.

11.478. El tridngulo ABC tiene inscrita una
circunferencia, cuyo didmetro pasa por cl pun-
to de tangencia con el lado BC y corta la cuer-
da que une los otros dos punios de tangencia,
en el punto N. Demostrar que AN parte BC
por la mitad.

11.479. El tridngulo ABC tiene inscrita
una circunferencia. Supongamos que M es el
punto de tangencia de la circunferencia con el
lado AC, MK es el didametro. La recta BK
corta AC en el punto N. Demostrar que
| AM | = | NC |.

11.180. El tridngule ABC 1iiene inscrita
una circunferencia, M cs el punlo de tangencia
que tiene la circunferencia con el lado BC,
MK es el diametro. La recta AK corta la cir-
cunferencia en el punto . Demostrar que la
tangentc a la circunferencia en el punto P di-
vide el lado BC por la mitad.

IT.481. La recta I es tangente a la circun-
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ferencia en el punto 4; supongamos que CD
es la cuerda de una circunferencia, paralela a
I, B, un punto arbitrario tomado en la recta [.
Las rectas CB y DB cortan por segunda vez la
circunferencia en los puntes L y K. Demostrar
que la recta LK parte el segmento A8 por
la mitad.

11.182. Se dan dos circunlerencias que se
intersecan. Sea A uno de Jos puntos de su
interseccidén. Desde un punto arbitrario que
se halla en la prolongacién de la cuerda comiin
de las circunferencias dadas, estdn trazadas ha-
cia upa de éstas dos tangentes que tienencon-
tacto con ésta en los punlos M y N. Sean P
vy Q los punlos de interseccion (distintos de A)
dc las rectas MA y VA, respectivamente, con
la segunda circunferencia. Demostrar que la
recta MN parte el segmento PQ por la mitad.

11.183. La altura BD del tridngule ABC
sirve de didmelro de una circunferencia que
corta los lados AB y BC en los puntos K y L,
respectivamente. Las rectas tangenles a la cir-
cunferencia en los puntos & y L, concurren
en el punto M. Demostrar que la recta BM
divide el lado AC por la mitad.

11.184. La recta I es perpendicular al seg-
mento AB y pasa por B. La circunferencia con
el cenlro situado en I pasa por 4 y corta  en
los puntos C' y D y las Langentes a la circun-
ferencia en los puntos 4 v € se intersecan en
N. Demostrar que la reclta DN divide el seg-
mento AB por la mitad.

IF.185. E!l tridngulo ABC liene circunser-
ta una circunferencia. Supongamoes que NV es
el punte de inlerseccion de las tangenies a la
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circnnferencia que pasan por los puntos 5 y C,
M, un punto tal de la circunferencia que
AM || BC, K, ol punlo de interseccion de MW N
con la circunferencia. Demostrar que KA di-
vide BC por la mitad.

I1.186. Sea A la proyeceion del centro de
una circunferencia dada sobre la recta I. En
esta recta se toman dos puntos mas B y C de
manera que |4AB |=]4C|. Por B y C
estan trazadas dos secantes arbitrarias que
cortan la circunferencia en los puntos P, @
y M, N, respeclivamente. Supongamos que las
rectas NP y M(Q cortan la recta I en los puntos
Ry 8. Demoslrar que | RA | = | AS ).

I1.187. En el tridngulo 48C, 4,, B,, C,
soil los puntos medios de los lados BC, CA y
AB, K v L, los pies de las perpendiculares ba-
jadas desde los vértices B y € sobre las rectas
ACy v A\By, vespeclivamente, O, el centro
de Ia ciccunferencia de los nueve puntos. De-
mostrar que la recta 4,0 parte el segmento KL
por la mitad.

s T

IT.188. Sean los puntos A,, 8,, C, simé-
tricos a cierlo punlo P, respectivamente, con
respecto a los lados BC, CA y AB del tridngu-
lo ABC. Demostrar que: a) las circunferencias
circunscritas alrededor de los tridngulos 4,8C,
AB,C, ABC, tienen un punlo comun; b) las
circunferencias circunscritas alrededor de los
triangulos A4,3,C, A,BC,, ABC; tlienen un
pinto comun.

11.189. Supongamos que 48 cs el didmetro
de un semicirculo, 3, un punto tomado en el
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didmetro 458. Los puntos C, D, £ y F se ha-
Hlanen la semicircunferencia de nanera que
LAMD = L EMB, /CMA = / FMB. Sea
P el punto de interseccion de las rectas CD
y EF. Demostrar que la vecta PM es perpendi-
cular a 48,

1¥.190. Una perpendicular levantada hacia
el lado 45 del triangulo ABC en su punto me-
dio D, corta la circunferencia circunscrita
alrededor del triangulo ABC, en el punto E
(C y £ se encuentran a un lado de AB); ¥ es
la proyeccién de £ sobre AC. Demoslrar gque
la recla DF divide el perimetro del tridngulo
ABC por la mitad y que semejanles ires rectas
construidas para cada lado del tridngulo, se
intersecan en un punto.

I1.191. Demostrar que la recta que divide
el perimetro y el arca de un tridngulo cn razén
igual, pasa por el centro de la circunferencia
inscrita.

11.192, Demostrar que tres rectas que pa-
san por los vérlices de un triangulo v dividen
st perimetro por la mitad, se cortan en el
punto N (punto de Nagell). Supongamos que
M es el centro de masas del {riangulo, 7, el
centro de la circunferencia inscrita, S, el con-
tro de la circunferencia inscrita en el tridngulo
con vértices en los puntos medios de los lados
del triangnlo dado. Demostrar que los puntos
N, M, I y S se hallan en una recta, siendo
que | MY | =2 |IM |, 1IS | = {|SN |

=
* ES

I1.193, Designemos con ¢, & y ¢ los lados
del tridnoulo ABC; a + b + ¢ = 2p; G cs el
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punto de interseccién de sus medianas, O, 7,
{4, respectivamente, son los centros de los ¢ir-
culos circunserito, inscrito y exinscrilo (el
circulo exinscrito ticne como tangentes el
lado BC y las prolongaciones de los lados AB
v AC), R, r, r, son sus radios. Demostrar la
validez de las relaciones siguientes:

ay @ + b 4- ¢* = 2p* — 2r2 — 8MHr;

=y 1 y ’
b) |OG P = R* —— (a* + b* 4 ¢%):

¢} |16 | = 5 (p* + 5r* — 16Rr);
d) |0 12 = R* — 2Rr (Euler);

e) |OI, ¥ = R 4+ 2Rr,;

£) | IT, 2 = 4R (r, — ).

I1.194, Secan BB, y CC, las hiscctrices de
los angulos B v C del tridngulo ABC. Demos-
trar (usando las designaciones del problema

abe
b+ a)(c+a)RR %

anterior) que {B,Cy| =

% 1 0La s

I1.195. Demostrar que los puntlos simétri-
cos a los centros de las ciccunferencias exins-
critas conrespecto al centro de la circunferencia
circunserita, se hallan en la circunferencia, con-
céntrica con respeclo a la circunferencia inscri-
ta, cuyo radio es igual al diametroe de la circun-
ferencia circunscrita.

11.196. Se da el tridngulo ABC. Demostirar
que la suma de las dreas de tres triangulos, los
vértices de cada wno de los cuales son Ires
puntos de langencia de la eivcunferencia exins-
crita con el lado correspondiente del triangulo
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ARC y las prelongaciones de otros dos lados,
es igual al area duplicada del tridngulo 4 BC,
sumada con ¢l drea del iriangulo con los vértices
dispuesto: en los puntos de tangencia de la
circunferencia inscrita en AABC.

I1.197. Hallar 1a suma de los cuadrados de
las distancias desde los puntos de tangencia de
la circunferencia inscrita en un tridngulo dado,
con los lados de ésie, hasta el centro de la cir-
cunferencia circunscrita, si el radio de la cir-
cunferencia inscrila es igual a r y el de la cir-
cunscrita, a K.

11.198. Por los pies de las biscetrices del
tridAngulo ABC esta trazada una cireunferen-
cin. Demostrar que una de las cuerdas forma-
das al intersecar esta circunferencia los lados
del tridngulo, es igual a la suma de las otras
dos.

1T.199. Supongamos que 44,, BB, v CC,
son las bisecfrices del triangulo ARC, L, el
punto de interseccion de las rectas 44, v
2C,, K, el punto de interseccion de CC, con
A,By. Demostrar que BR, es la hisectriz del
angulo LBK.

[1.200. En los lados AB y BC del trian-
gulo ABC se toman los puntos K y L de ma-
nera que |AK |={KL|{=|LC|. Por el
punto de interseceion de las rectas AL y CK
se traza una recta paralela a la bisectriz del
angulo 7 que corta la recta AB en el punto M.
Demostrar que | AM | = | BC |.

I1.201. En el tridangulo ABC, la bisectriz
del dngulo B corta la recta que pasa por el
punto medio de AC y el punto medio de la al-
tura, bajada sobre AC, en el punio M; N es
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el punto medio de la bisectriz del dngulo B. De-
mostrar que la bisectriz del dngulo € también
es la bisectriz del dngulo MCHN.

I1.202. a) Demostrar que si en un tridngu-
lo dos bisectrices son iguales, éste es un tri-
angulo isosceles (teorema de Steiner).

b) Demostrar que si en el triangulo ABC
las bisectrices de los dngulos adyacentes a los
angulos 4 y € son iguales entre si y ambas se
sitan simultaneamente en el interior o fuera
del &ngulo ABC, entonces |AB | = | BC |.
oSerd cierto que a partir de la igualdad de dos
bisectrices exteriores de un triangulo se deduce
que éste es isdsceles?

I1.203. Un tridngulo tiene en su interior
otro tridngulo, cuyos vertices son los pies de
las bisectrices del primero. Se sahe que el tri-
angulo interior es isosceles. (Es cierta la afir-
macion de gue también el primer tridngulo es
isdgceles?

&
* *

11.204. Sea ABCDEF un hexédgono inscri-
to. Designemos con X el punto de interseccion
de AC y BF y con L, el punto de intersec-
cién de CE y FD. Demostrar que las diagona-
les AD, BE y la recta KL se cortan en un pun-
to (teorema de Pascal).

11.205. Se dan el tridngulo ABC y el punto
M. La recta que pasa por M, corta las rectas
AB, BC v CA, respectivamente, en los puntos
Cy, A, v B,. Las rectas AM, BM v CM cortan
la circunferencia circunscrita alrededor del tri-
angulo ABC en los puntos A,, B, yC,, respec-~
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tivamente. Demosirar que las rectas 4,4.,
BB, y C,C, se intersecan en un punio dis-
puesto en la circunferencia circunscrita alrede-
dor del AABC.

I1.206. Por el punto de interseccion de las
alturas de un iridngulo estan trazadas dos rec-
Ltas mutnamente perpendiculares. Demostrar
que los puntos medios de los segmentos corta-
dos por cslas reclas en los lados del tridngulo
(més exactanente, en lag rectas que forman el
tridngulo), se hallan en una recta.

*
* *

I1.207. Se dan el tridngulo ABC y el puntio
arbitrario P. Los pies de las perpendiculares
bajadas desde P sobre los lados del (ridngulo
ABC, sirven en calidad de los wvértices del
tridngulo 4,8,C,. Como vértices del triangulo
A.B,C, sirven los puntos de inlerseccién de
las rectas 4P, BP y CP con la circunferencia
circunscrila alrededor del triangulo ABC, dis-
tintos de los puntos 4, B y C. Demostrar que
los tridngulos A4.8:C, v 4,2,C, son semejan-
tes. ;Cudntos puntos P habra para el triin-
gulo escaleno ABC para que los tridngulos
correspondientes A, B,C; v 4,5,C, sean seme-
jantes al tridngulo 4 BC?

IT.208. Sean A,, B4, C, los pies de las per-
pendiculares bajadas desde el punto arbitrario
M sobre los lados BC, CA, AB, respeciiva-
menie, del tridngulo ABC. Demoslrar que tres
rectas que pasan por los puntos medios de los
segmentos 8,C, v MA, C.l4y y MB, A,B, v
MC se intersecan em un punto.
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I1.209. Supongamos que S eg el drea de un
triangulo dado; R. el radio del circulo eircun-
scrito alrededor de éste. Supongamos, luego,
que S, es ¢l drea del tridngulo, cuyos vértices
sou los pies de las perpendiculares bajadas so-
bre los lados del triiingulo dado desde un punto
alejado respecto del centro del circulo circuns-
crito a una distancia d. Demostrar que §, =

S 2 {teorema de Euler)
% R | .

11.210. Demostrar que si 4, B, € y D
son puntos arbitrarios de un plano, entonces
cuatro circunferencias, cada una de las cuales
pasa por tres puntos: Jos puntos medios de los
segmentos AB, AC y AD; BA, BC y BD; CA,
CByCD; DA, DB y DC, tienen un punto co-
min.

I.211. Seca ABC un triangulo, D, un punto
arbitrario del plano. Llamaremos tridngulo de
pedal del punto D respecto al tridngulo ABC
al tridngulo formado por los pies de las per-
pendiculares bajadas desde D sobre los lados
del tridngulo ABC, y a la circunferencia cir-
cunscrita alrededor del tridngulo de pedal,
circunferencia de pedal. Degignemos con D, el
punto en que se cortan las rectas simétricas a
las rectas AD, BD y CD en cuanto a las bisec-
trices de los angulos 4, B y € (respectiva-
mente) del tridangulo ABC. Demostrar que
las circunferencias de pedal de los puntosD
y D, coinciden.

I[.212. Examinemos cuatro puntos de un
plano, eutre los cuales no hay tres que se ha-
llen en una recta. Demeostrar que cunatro cireun-
ferencias de pedal, cada una de las cuales co-
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rresponde a uno de los puntos examinados res-
pecto al tridngulo, cuyos vértices son los tres
puntos restantes, tienen un punto comun.

IT.213. Una recia que pasa por el centro de
una circunferencia circunscrita alrededor del
teiangulo ABC, corta AB y AC en los puntos
C, v B,, respectivamente. Demostrar que las
circunferencias construidas sobre BB, y CC,
como sobre didmetros, se cortan en dos puntos,
uno de los cuales ge halla sobre la circunferencia
circunscrita alrededor de 4 BC, mientras que el
otro, sobhre la circunferencia de los nueve pun-
tos del triangulo ABC.

§ 5. Cuadrilétero

11.214. Sea ABCD wn cuadrilatero inscrito
y AB, su diametro. Demostrar que las proyec-
ciones de los lados AD y BC sohre la recta CD
son iguales.

I1.215. Supongamos que ABCD esun cua-
drildtero convexo, O, ¢l punto de interseccion
de sus diagonales; &, F y G, las proyecciones

de B, C, y O sobre AD. Demostrar que el drea
del cuadrildtero es igual a 142 |2 lI 1:)2 II.' el
1I.216. Sea A BCD uncnadrilatero convexo.
Examinemos cuatro circunferencias, cada
una de las cuales tiene como tangentes los tres
lados de este cunadrildtero.
ls; a) Demostrar que los centros de estas cir-
cunferencias se hallan en una circunferencia.
b) Sean r,, ry, ry, ry los radios de estas
circunferencias (r; no tiene contacto con el
lado DC, de manera andloga r, no tiene con-
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tacio con el lado DA, r; no lo tiene con AB,
| 4B| | 16D _
T s

4, con BC). Demostrar que
_1BC| , 14D

r, 14

11.217. Demostrar que para el area S de
un cuadrilitere inscrito es valida la férmula
S=Vp—a)p—0(p—c—4d (pes
el semiperimetro, e, b, ¢, d son los lados).

11.218. Supongamos quo 2¢ es la suma de
dos dngulos opuestos de un cuadrilatero circuns-
crito, a, b, ¢ y d son sus lados, 8, el area. De-
mostrar que S = V/ abed sen .

I1.219. En losilados AB y CD del cuadri-
latero convexo ABCD se toman los puntos M
y N que dividen aquéllos en razén igual (con-
tando a partir de los vértices 4 y C). Listos
puntos estan unidos con todos los vértices del
cnadrildtero, a consecuencia de los cual ABCD
estd dividido en seis tridngulos y un cuadrila-
tero. Demostrar que el drea del cuadrilatero
obtenido es igual a la suma de las 4dreas de dos
triangulos adyacentes a los lades BC y AD.

I1.220. En una circunferencia estan traza-
dos el diametro AB y la cuerda CD que no lo
corta. Sean £ y F los pies de las perpendicula-
res bajadas desde los puntos A y B sobre la
recta CD. Demostrar que el 4rca del cuadrila-
tero AEFB es igual a la suma de las dreas de
los tridngulos ACB y ADB.

I1.221. Se da el cuadrilitero convexo Q.
Las rectas perpendiculares a sus lados, las
cuales pasan por los puntos medios de los
lados, forman el cuadrildtero Q5. Precisamente
de la misma manera, para el cuadrilatero Q,
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esta formado el cnadrilatero Q5. Demostrar que
el cuadrildtero Q; es semejante al cuadrilatero
inicial Q.

[1.222. En los lados opuestos BC y DA
de un cuadriliterc convexo se toman Ios puntos
M v N de tal maneraque | BM |: | MC | =
= |AN |: |ND | = |AB|: | CD |. Demos-
trar que la vecta AN es paralela a fa bisectriz
del angulo formado por los lados 4B y CD.

I1.223. Las diagonales dividen un cuadri-
latero convexo en cuatro triangulos. Los radios
de las circunferencias inscritas en eslos trian-
gulos son iguales. Demostrar que el cuadrila-
tero dado es un rombo.

11.224. Las diagonales de un cuadrilitero
lo parten en cuatro tridngulos de perimeiro
igual. Demostrar que el cuadrilitero dado es
un rombo.

IF.225. Se sabe que en el cuadrilatero
ABCD los radios de las circunferencias inscri-
tas en los tridngulos ABC, BCD, CDA, DAB
son iguales. Demostrar que ABCD es un rec-
tangulo.

I1.226.. En una circunferencia esta inserito
el cuadrilatero ABCD. Supongamos que M es
e] punto de interseccién de las tangentes a la
circunferencia que pasan por A y C, N e¢s el
punto de interseccion de las tangentes trazadas
por By D, K es el punto de interseccion de las
bisectrices de los dngulos 4 y C del cuadrilé-
tero, L es ¢l punto de interseccién de las bise-
ctrices de los dngulos B y D. Demostrar que,
si se cumple una de las afirmaciones: a}) M
pertenece a la recta BD, b) N perlenece a la
recta AC, ¢} K se halla en BD, d) L se halla en
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AC, enlonces son ciertas las demds tres afir-
maciones.

11.227. Demostrar que las cuatro rectas,
cada una de las cuales pasa por los pies de dos
perpendiculares bajadas desde el vértice de un
cuadrilatero inscrito sobre los lados que no
comprenden dicho vértice, concurren en un
punto.

11.228. Supongamos que AB y CD son dos
cuerdas de una circunferencia, M, el punto de
interseccion de las perpendiculares levantadas
hacia AB en el punto 4 y hacia €D en el pun-
to C, N es el punto de interseccion de las per-
pendiculares levantadas hacia AB y CD en los
puntos B y D, Demostrar que la recta MAN
pasa por el punto de interseccion de BC y AD.

11.229. Sea ABCD un paralelogramo. Por
los puntos A y B pasa una circunferencia de
radio R. Otra circunferencia del mismo radio
pasa por los puntos B y C. Sea M el segundo
punto de interseccién de cstas circunierencias.
Demostrar que los radios de las circunferencias
circunscritas alrededor de los tridngulos AMD
y CMD son iguales a R.

11.230. Sea ABCD un paralelogramo. Una
circunferencia es tangente a las rectas AB y
AD y corta BD en los puntos M y N. Demos-
trar que exisle una circunferencia que pasa
por M y N y tiene como tangentes las rectas
CB y CD.

11.231. Sea ABCD un paralelogramo. So-
bre la diagonal AC, como sobre diametro, cons-
truyamos una circunferencia y designemos con
M y N los puntos de interseccidn de las rectas
AB y AD con esta circunferencia. Demostrar
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que las rectas BD, MN y la tangente a la cir-
cunferencia en el punto € se intersecan en un
punto.

11.232. El cuadrilatero ABCD estd inscrito
en una circunfercncia; 0,, 0,, O, O, son los
centros de lag circunferencias inscritas en los
triangulos ABC, BCD, CDA, DAB, y I, I{,,
IT,, I, son los puntos de interseccion de las
alturas de los mismos tridngnlos. Demaostrar
que 0,0,0,0, es un rectdngulo y el cuadrild-
tero H,H ,H I , es igual al cuadrilatero ABCD.

11.233. Se dan el triangulo ABC y el punto
arbitrario D’del plano. Demostrar que los pun-
tos de interseccién de las alturas deles trian-
gulos ABD, BCD, CAD son los vértices de un
triangulo equivalente al dado.

I1.234. Demostrar que, si en un cuadrila-
tero se puede inscribir una e¢ircunferencia,
entonces: a) las circunferencias inscritas en dos
tridngulos, en los cuales el ¢nadrilatero dado
se divide por una diagonal, son tangentes una
a otra; b) los puntos de tangencia de cstas dos
circunferencias con los lados del cuadrilatero
son los vértices del cuadrilatero inscrito.

11.235. Demostrar que, si ABCD es un
cnadrildtero inscrito, la suma de los radios
de las circunferencias inscritas en los fridngu-
los ABC y ACD es igual a la suma de los ra-
dios de las circunferencias inscritas en los
triangulos BCD y BDA.

%
) * *
11.236. Teorema de Breischneider (teorema

de los cosenos para el cuadrilitero). Sean a, b,
¢, d los lados sucesivos de un cuadrilatero: m
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v n, sus diagonales; A y C, dos dngulos opues-
tos. Entonces se cumple la relacion

m*n? = a** + b*d* — 2abed cos (4 + C).

11.237. Teorema de Tolomeo. Sean a, b, ¢, d
los lados sucesivos de un cuadrilatero inscrito
y m y n, sus diagonales. Demostrar que mn =
= ac¢ + bd.

I1.238. Demostrar que, si ABC es un tri-
angulo regular, M, un punio arbitrario del pla-
no que no se encuentra en la circunferencia cir-
cunserita alrededor del tridngulo 4 BC, existi-
ra un triangulo, cuyos lados son iguales a
| MA |, | MB | v | MC | (teorema de Pompeiw).
ITallar el angulo de estc tridngulo que se sitiia
frente al lado ignal a | MB |, si LAMC = «.

11.239. Sea A BCD un cuadrilatero inserito.
Cuatro circunferencias «, f§, ¥ y 0 son tangen-
tes a la circunferencia circunscrita alrededor
del cuadrildtero ABCD en los puntos 4, B, C
y D, respectivamente. Designemos con {,4 un
segmento de la tangente a las circunferencias
o y fi, ademas, f,p es un segmento de la tan-
genle exterior comin, si ¢”y P tienen puntos
de tangencia con la circunferencia dada de
una manera igual (por dentro o por fuera), v es
un segmento de la tangente interior comin,
si @ v @ son tangenles a la circunferencia dada
de mancras distintas (en forma andloga se de-
terminan las maguitudes tgy, 5, etc.). De-
mostrar que

tuptes + fpvton = Lantpa &)
(teorema generalizado de Tolomeo).
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I1.240. Sean «, P, y v 8 cuatro circunfe-
rencias en el plano. Demostrar que, si se cum-
ple la relacion

taﬁtvé e tﬁvtba = lyylpas (*)

donde ¢4, etc. son segmenlos de las tangentes
exteriores o interiores comunes a las circunfe-
rencias o y p, etc.; ademads, para cualesquiera
tres circunferencias se toman tres langentes
exteriores o una exterior y dos interiores, enton-
ces las circunferencias ¢, B, ¥ y 6 son tangentes
a una circunferencia.

*
* *

11.241. Las prolongaciones de los lados 48
y DC de un cuadrilitero convexo ABCD se
cortan en el punto K v las prolongaciones de
los lados AD y BC, en el punto L; ademas, los
segmentos BL y DK se intersecan. Demostlrar
que, si so cumple una de las tres relaciones
}AB |+ |CD | = |BC |+ 14D |, | BK | +
+ |BLl=|DK |+ |DL|, }|AK ]|+
+ |CL | = J{4L | 4- | CK |, se cumplen tam-
bién las dos otras.

11.242. Las prolongaciones de los lados AB
y DC deuncuadrildtero convexo A BCD se cor-
tan en el punto X y las prolongaciones de los
lados AD y BC, en el punto £; ademaés, los
segmentos BL y DK se intersecan. Demostrar
que, si se cumple una de las tres relaciones
| AD |+ |DC | = |AB |4 |CB |, | AK |-+
+ |CK | =1AL |+ ICL}, | BK |+
- | DK | = | BL | 4 { DL 1, se cumplen Lam-
bién las dos otras.
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11.243. Demostrar que, si existe una cir-
cunferencia que tienc como tangentes las rec-
tas AB, BC, CD y DA, su ceniro y los pun-
tos medios de AC y BD se hallan en una recta.

11.244. Sea ABCD un cuadrildtero inseri-
to. La perpendicular respecto a B4, levan-
tada desde el punto 4, corta la recta CD en
el punto A7, la perpendicular hacia DA, levan-
tada desde el punto A, corta la recta BC en el
punto N. Demostrar que MV pasa por el centro
de la circunferencia circunscrita alrededor del
cuadrilatero ABCD.

11.245. Sea ABCD un cuadrilétero inscrito,
E, un punto arbitrario de la recta 4B, F,
un punto arbitrario de la recta DC. La recta
AF corta la circunferencia en el punto A, la
recta DE, en el punto N. Demostrar que las
reclas BC, EF y MN se intersecan en un pun-
to o son paralelas.

11.246. Demostrar que los pies de las per-
pendiculares bajadas desde el punto de inter-
seccion de las diagonales de un cuadrilatero
inscrito en sus lados, son vértices del cuadrila-
tero, en el cual se puede inscribir una circun-
ferencia. Hallar el radio de csta circunferencia,
si las diagonales del cuadrilatero inscrito son
perpendiculares, el radio de la circunferencia
dada es R y la distancia desde su centro hasta el
punto de interseccién de las diagonales es d.

I1.247. Las diagonales de un cuadrilatero
inscrito son perpendiculares. Demosirar que
los puntos medios de sus lados y los pies de las
perpendiculares bajadas sobre los lados desde
el punto de interseccion de las diagonales se
encuentran en una circunferencia. llallar el
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radio de esta circunferencia, si el de la circun-
ferencia dada es R y la distancia desde su cen-
tro hasta el punto de interseccién de las diago-
nales del cuadrilatero es d.

11.248. Demostrar que, si un cuadrildteco
estd imscrito en uma civcunferencia con vadio
R y simultdncamente esta circunscrito alrede-
dor de una circunferencia con radio r, siendo
d la distancia entre centros de estas circunfe-
rencias, entonces se cumple la relacién
(Rid)g + {Rid)g = 1/r*; al mismo tiempo
existe un namero infinitamente grande de cua-
driladteros simultiéneamente inscritos en una
circunferencia mayor y circunscritos alrededor
de una circunferencia menor (como uno de los
vértices puede tomarse cualquier punto de la
circunferencia mayor).

H.249. Un cuadrilitero convexo esta di-
vidido por las diagonales en cuatro triangulos.
Demostrar que la recta que une los centros de
masas de dos tridngulos opuestos, es perpendi-
cular a la que une los puntos de interseccién
de las alturas de los demds dos triangulos.

I1.250. Supongamos que ABCD es un cua-
drilatero inscrito, M y N son los puntos me-
dios de AC y BD. Demoslrar que, si BD es la
bisectriz del dngulo ANC, también AC es la
bisectriz del éngulo BMD.

I1.251. Sea ABCD un cuadrilidtero inscri-
to. Los lados opuestes A5 y CD, al ser prolon-
gados, se cortan en el punto K v los lados BC
v AD, en el punto L. Demosirar que las bisec-
trices de los dngulos BAC y BLA son perpen-
diculares y se intersecan en la recia que une
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los puntos medios de log lados AC y BD.

I1.252. Las diagonales de un cuadrilitero
son perpendiculares. Demostrar que cuatro
rectas, cada una de las cuales unc uno de los
vértices del cuadrildtero y el centro de la cir-
cunferencia que pasa por este vértice y dos vér-
tices adyacentes a éste del cuadrildtero, se cor-
tan en un punto.

I1.253. Sean P, Q y M, respectivamente,
los puntos de interseccion de las diagonales de
un cuadrilatero inscrito v de las prolongacio-
nes de sus lados opueslos. Demostrar que ol
punto de intergeccion de las alturas del tridn-
gulo PQM coincide con el centro de la circun-
ferencia circunscrita alrededor del cuadrilatero
dado (teorema de Brocard).

11.254, Sea ABCD un cuadrilatero circuns-
crito, K, el punto de interseccién de las rectas
AB y CD, L, el punto de interseccidon de las
rectas AD y BC. Demostrar que el punto de
interscccion de las alturas del tridngulo for-
mado por las rectas KL, AC y BD coincide con
el ecentro de la circunferencia inscrita en el cua-
drilatero ABCD.

[1.255. Sea ABCD un cuadrilatero conve-
x0, LABC = L ADC; M y N son los pies de
las perpendiculares bajadas desde A sobre BC
y CD, respectivamente, K, el punto de inter-
seccion de las rectas MD y NB. Demostrar que
las vectas AKX y MN son perpendiculares.

E S
® %
11.256. Demostrar que cuatro circunferen-

cias eircunseritas alrededor de cuatro tridngulos
formados por cualro rectas que se intersecan y

{22



pertenecen a un plano, tienen un punto co-
mun (punte de Michell).

11.257. Demostrar gue los centros de cuatro
circunferencias circunscritas alrededor de cua-
tro triangulos formados por cuatro rectas
que se intersecan, pertenecientes a un plano, se
hallan en uma circunferencia.

I1.258. Se dan cuatro rectas que sc interse-
can dos a dos. Sca M el punto de Michell co-
rrespondicnte a estas rectas (véase ¢l proble-
ma I1.256). Demostrar gue, si cuatro de los
seis puntos de interseccion dosados de las rec-
tas dadas se hallan en la circunferencia con
el centro en O, entonces la recta que pasa por
dos puntos restantes, contiene el punto M y es
perpendicular a la vecta OM.

11.259. Cuatro rectas que se intersecan dos a
dos, forman cuatro tvidngulos. Demostrar que,
si una recta es paralela a la recta de Euler
(véase el problema II.147) del tridngulo for-
mado por tres otras rectas, tiene esta misma
propiedad cnalquier otra recla.

11.260. Viene dado el tridngulo ABC. Una
recta corta las rectas AB, BC y CA, respecti-
vamente, en los puntos D, £ vy F. Las rectas
DC, AE y BF forman el triangulo KLM. De-
mostrar gue las circunferencias construidas
sobre DC, AE vy BF usandolas como diame-
tros, concurren en dos puntos P y N (se supo-
ne que eslas circunferencias se intersecan dos a
dos); ademas, la recta PN pasa por el centro
de la circunferencia circunscrita alvededor del
triangulo KX LM, asi como por los puntos de in-
Lerseccion de las alturas de Jos tridngulos ABC,
BDE, DAF y CEF.
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I1.261. Viene dado el tridangulo ABC. Una
recta arbitraria corta las rectas AB, BC y CA,
respectivamente, en los puntos D, £ y F.
Demostrar que los puntos de interseccion de
las alturas de los triangulos ABC, BDE, DAF
y CEF se hallan en una recta perpendicular a
la recta de Gauss (véase el problema II.53).

I1.262. Demostrar que las mediatrices le-
vantadas hacia los segmentos que unen los pun-
tos de interseccion de las alturas y los centros
de las circunferencias circunseritas de cuatro
triangulos formados por cuatro recias arbitra-
rias de un plano, concurren en un punto (punto
de Hervé).

11.263. Examinemos dicciséis puntos que
son centros de todas las posibles circunferencias
inscritas y exinscritas para cuatro tridngulos
formados por cuatro rectas que sec intersecan,
pertenecientes a un plano. Demostrar que estos
dieciséis puntos pueden dividirse en cuatro
cuaternas empleando dos procedimientos de
manera que cada cuaterna quedaré en una cir-
cunferencia. Al emplear el primer procedimien-
to, los centros de estas circunferencias queda-
ran en una recta y al hacer uso del segundo, en
olra recta. Estas rectas son perpendiculares y
se inlersecan en el punto de Michell que es el
punto comun de las circunferencias circunscri-
tas alrededor de cuatro tridngulos.

§ 6. Circunferencias y tangentes.
Teorema de Feuerbach

I1.264. En una recta se sitiian sucesiva-
mente los puntos 4, 8, C y D de manera que
| BC|=2|AB|, ICD | = | AC|. Una cir-
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cunferencia pasa por los pninios 4 v €, mien-
tras que la otra, por los puntos B y D). Demos-
trar que la cuerda comun de estas circunferen-
cias divide el segmento AC por la mitad.

IE.265. Sea B un punio del segmento AC.
La figura limitada por los arcos de tres semi-
circunferencias con diametros AB, BC v CA,
dispuestas a un lado de la recta AC, lleva el
nombre la cuchilla de zapaterc o arbelos
de Arquimedes. Demostrar que los radios de dos
circunferencias, cada una de las cuales es tan-
gente a dos semicircunferencias y la recta gque
es perpendicular a AC y pasa por B, sonigua-
les entre si (problema de Arquimedes).

11.266. Cada una de tres circunferencias
pasa por dos puntos «ados de un plano. Sean
0,, 0,, O, sus centros. La recta que pasa por
uno de los puntos comin a todas las tres circun-
ferencias, las corla por segunda vez en los
puntos A,, 4, A, respectivamente. Demos-
trar  que | dydsils Y] Aedyfes |100::] 4
: 10,0, |.

I1.267. Se dan dos circunferencias que no
se intersecan. Demostrar que cnatro puntos de
tangencia de las tangentes exteriores comunes
a estas circunferencias se hallan en una circun-
ferencia; de Ia misma manera, cuatro puntos de
tangencia de las tangentes interiores comunes
se hallan en una circunferencia y cuatro puntos
de interseccion de las tangentes interiores co-
munes con las tangentes exteriores comunes se
hallan en una tercera circunierencia; ademas,
las tres circunferencias son concéntricas.

I1.268. Se dan dos circunferencias que no
se intersecan. Una {ercera circunferencia es
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tangenie cxterior a amhbas y liene el centro en
una recla que pasa por los centros de las dadas.
Demostrar que la tercera circunferencia corta
Jas tangentes interiores comunes a las circunfe-
rencias dadas en cualro puntos que forman un
cuadrilatero, cuyos dos lados son paralelos a
las tangentes exteriores comunes a las circun-
ferenciag dadas.

I1.269, Se dan dos circunferencias. Por el
centro de una de éstas estd trazada una recta
que corta esta circunferencia en los puntos A
y C, intersecando la olra circunferencia en los
puntos B y D. Demostrar que, si | 458 |:
: | BC } = | AD {: | DC |, las circunierencias
son perpendiculares, es decir, el dngulo entre
las tangentes a éstas en el punto de su intersec-
¢ion es recto.

I1.270. Los puntos 4, B, C y D se hallan
en uva circunferencia o en una recta; por los
puntos A y B, By €, Cy D, D y A cstan
trazadas cuatro circunferencias. Designemos
con B, C;, D, y A, los puntos de interseccion
(distintos de A, B, C y D) de las circunferen-
cias primera y segunda, segunda y tercera,
tercera y cuarta, cuarta y primera, respecli-
vamente. Demostrar que los puntos 44, B,, C4
y D, se encuentran en una circunferencia (o una
recta).

11.271 Supongamos que a partir del
punto A, tomado fuera de una circunferencia,
est4n trazadas dos tangenles AM v AN a la
circunferencia (M y N son dos puntos de tan-
gencia) v dos secantes y que P y @ son los
puntos de interseccidn de la circunferencia con
la primera secante, mientras que X y L son

126



los puntos de interseccion con fa segunda. De-
mostrar que las rectas PK, QL y MN se cortan
el un punto o son paralelas.

Oblener de aqui el método de construccion
de una tangente a la circunferencia dada gue
pasa por el punte dado, usando una regla.

I1.272. Se da una circanferencia con el
centro O y el punto 4. Sea B un punto arbi-
trario de la circunferencia.Hallar el lugar geo-
métrico de los puntos de interseccion de las
tangentes a la circunferencia en el puate B
con la recta que pasa por O perpendicularmen-
te a 4B.

I1.273. Se dan una circunferencia y dos
puntos A y B en ésta. Sea N un punto arbitra-
rio de la recta A8. Constrayamos dos circin-
ferencias, cada una de las cuales pasa por el
punto N y es tangente a la dada: una, en el
punto 4 y la otra, en el punto B. Designemos
con M el segundo punto de interseccién de
estas circunferencias. lfallar el lugar geomé-
trico de puntos M.

11.274. Por el punto fijo A, situado en el
interior de una circunferencia, estan trazadas
dos cuerdas arbitrarias PQ y KL. Hallar el
lugar geométrico de los puntos de interseccién
de las rectas PK y QL.

I1.275. Dos circunferencias se inlersecan en
los puntos 4 y B. Una recta arbitraria pasa
por B y corta por segunda vez la primera cie-
cunferencia en el punto € y la segunda, en
¢l punto D. Las tangentes a la primera cir-
cunferencia en C y a la segunda en D se cortan
en el punto M. Por el punto de interseccion
de AM y CD pasa una recla parvalela a CM,
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que corta AC en el punto K. Demostrar gue
KB es tangenie a la segunda circunferencia.

I1.276. Se dan una circunferencia y la
tangente a esta /. Sea /¥ el punto de tangen-
cla, VM, el diametro. En la recta M se
toma el punto fijo A. Examinemos una cireun-
ferencia arbitraria que pasa por 4 con el
cenlro en ! Supongamos que C y D son los
puntos de interseccion de esta circunferencia
con I, mientras que P y Q, los puntos de in-
terseccion de las rectas MC y MD con la cir-
cunferencia dada. Demostrar que la cuerda
P@Q pasa por el punto fijo del plano.

11.277. Los puntos O, y O, son los centros
de dos cirennferencias que se intersecan, A4
es wno de los puntos de su interseccién. Las
circunferencias tienen dos tangentes comunes;
BC y EF son cuerdas de estas circunferencias
con extremos en los puntos de tangencia (Cy F
son los puntos mas alejados respecto do A4),
M y N son los puntos medios de BC y EF.
Demostrar que L0OA40,=/MAN =
= 2/ CAE.

I1.278. En una circunferencia esta trazado
el didmetro AB y la cuerda CD, perpendicular
-a AB. Una circunferencia arbitraria toca la
cuerda CD y el arco CBD. Demostrar que la
tangente a csta circunferencia irazada a partir
del punto 4 eg igual a AC.

I1.279. Se da un segmento circular. Dos
circunferencias arbitrarias son Langentes a la
cuerda y el arco de este segmento v se inter-
secan en los puntos M y N. Demostrar que la
recta AN pasa por un punto fijo del plano.
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11.280. Se dan dos circulos iguales que no
¢ intersecan, En dos langentes interiores co-
munes s¢ toman dos punios arbitrarios F y
F'. Ademas, desde ambos puntos se puede
trazar sendas tangentes a los circulos dados.
Supongamos que las tangentes trazadas a par-
tir de los puntos F y F’ hacia uno de los cir-
culos concurren en el punto A y las trazadas
hacia el otro, en ¢l punto B. Hay que demos-
trar que: 1) la recta AB es paralela a la recta
que une los centros de los circulos (en caso de
circulos desiguales ésta pasa por el punto de
inlerseccion de las tangentes exteriores); 2) la
recta que une los puntos medios de /' y AB,
pasa por el punto medio del segmento que une
los centros de los circulos. (Este problema
fue propuesto a los lectores de la revista
«Boletin de fisica experimental y matemdticas
clementalesy por el profesor V. Yermakov.
Este boletin se editaba en Rusia en el siglo
pasado. El problema se publicoé en el nimero
14 (2°) de la revista del afnio 1887. Por la
solucion del problema se prometié un
premio a los lectores: un conjunto de libros de
matemdticas.)

I1.281. Se dan tres circunferencias «, P
y y. Supongamos que #, y !, son tangentes inte-
riores comunes a las circunferencias o y f,
m, y m,, tangentes interiores comunes a las
circunferencias p y y, 7, y n,, tangentes interio-
res comunes a las circunferencias y y @. De-
mostrar que, si las rectas I;, m; vy n, se corlan
en un punto, las rectas Iy, m, y n, también se
cortan ¢n un punto.
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11.282. El arco AB de una circunferencia
estad dividido en tres partes iguales mediante
los puntos C y D (€ es el punto mas proximo a
A). Después de girar alrededor de A a un am-
gulo @/3, los puntos B, € y D pasarédn, respec-
tivamente, a los puntos By, C, ¥ D; F es el
punto de interseccion de las rectas A3, y DC;
£, un punto tal en la bisectriz del angulo
BBA, que | BD | == | DE |. Demostrar gque el
tridngulo CEF es regular (teorema de Finlay).

*
# *

I1.283. Se dan un angulo con el vértice A
y la circunferencia inscrita en éste. Una recta
arbitraria, tangente a la circunferencia dada,
corta los lados del angulo en los puntos i v C.
Bemostrar que la circunferencia circuuscrita
alrededor del triangulo ABC, contacla con la
circunferencia fija inserita en el dngulo dado.

I1.284. En ¢l lado AC del triangulo ABC
se toma el punto 2. Examinenios una circun-
ferencia gue es tangentie al segmenlo AD en el
punto M, al segmento D y la circunferencia
circunscrita alvededor del triangule ABC. De-
mostrar que la recla que pasa por M paralela-
menie a BD, es tangente a la circunferencia
inscrita en el triangulo 4AB5C.

11,2853, En el lado AC del tridngulo 4ABC
se toma el punto D. Supongamos que J; es el
centro de una circunferencia tangente a los
segmentos AD, BD y a la circunferencia cir-
cunscrita alrededor del triduguio ABC, mien-
tras que O, es el cenlro de una circunferencia
langente a los segmentos CO, BD y a la cir-
cunferencia circunscrita. Dewmostrar que la
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recta 0,0, pasa por el centro de la circunfe-
rencia inscrila en el (ridngulo ABC— ¢l punlo
O—; ademas, 10,0 |:|00, | = Ig* (¢/2),
donde ¢ = £/ BDA (teorema de Victor The-
bawlt).

I1.286. Cada una de laz cuatro circunfe-
renciag loca interiormenle la circunferencia
dada vy dos cuerdas suyas que se intersccan.
Demostrar que las diagonales del cuadrilatero
con vértices en los cenilros de estas circunfe-
rencias son mutuamente perpeundiculares.

3
* w

[1.287. Demostrar que la circunferencia de
los nueve punlos {véase cl problema II.460)
es tangente a la circunferencia iunscrita en un
triangulo y a Lodas las circunferencias exinseri-
tas (teorema de Feuerbach).

IL.288. Sea If el punto de interseccidon de
las alturas del triangulo 4 BC. Demostrar gue
la circunferencia de log nueve puntos es Lan-
gente a todas las circunferenclas inscritas y
exinscritas de Jog (ridngulos AIIB, RHC, CHA.

I1.289. Demostrar que cl punto de inter-
seccion de las diagonales de un cuadrilatero
con vértices en los puntos, en los que la cix-
cunferencia de los nueve puntos del tridngulo
ABC toca las circunferencias inscrita y exins-
critas de este triangulo, se halla en su lineca
media.

I1.290. Designemos con F, F,, F, y F,
los puntos, en los cuales la circunferencia de
los nueve puntos del triangulo ABC toca la
circunferencia inscrita v tres circunferencias
exinscritas (F; es el punlo de Langencia con
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la cireunferencia, cuya cenlro es [, elel).
Supongamos también que A, y A,, B, v B,,
C, v €, son Jos puntos, en los que las bisectri-
ces de los angulos interiores y exleriores 4, B
y €, respectivamente, intersecan los lados
opnestos, Demostrar la semejanza de los tri-
angulos siguientes: AF FF. v AABC,,
AFEF: v AARC., AFPRE; vy ABC4,,
AFF F, v ACAB, (teorema de Victor The-
bault).

§ 7. Combinaciones de figuras.
Desplazamienios por el plano. Poligonos

11.291. Sobre los lados BC, CA y A del
triangulo ABC hacia el exterior estin cons-
truidos los cuadrados BOCDE, ACFG, BAITK.
Sean FCDQ y ENKP dos paralelogramos. De-
mostrar que el tridngulo 4 PQ es recliingulo ¢
isdsceles,

I1.292, Supongamos que ABCD es un ree-
tangulo, £ es un punto tomade en BC, F,
en DC; E, es ¢l punlo medio de AX,, ¥, el
punto medio de AF. Demostrar gue, si AAEF
es regular, los tridngulos DE,C y BF,C lo son
también.

I1.293. Sobre los catetos 4C y BC de un
tridngulo rectanguto hacia el exierior estan
construidos los eunadrados ACKL y DBCAMN.
Demostrar gue el cuadrildtero acotado por los
catetos vy las rectas LB y NA es equivalente al
triangnlo formado por las reetas LB, NA y
la hipotenusa AB.

I1.294, Sobre los lados de un cuadritdtero
convexo hacia el exterior estdn constrnidos
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sendos cuadrados. Demostrar que, gi las diago-
nales del cnadrililero son perpendiculares, los
segmenlos que unen los centros de los cuadra-
dos opuestos, pasan por el punlo de intersec-
cion de las diagonales del cuadrilatero.

11.295. Demostrar que gi los cenlros de
los cuadrados, construidos sobre los lados de
un tridingulo dado hacia el exterior, sirven
como vértices del tridngulo, cuya drea es dos
veces mayor que Ja del dado, los centros
de los cuadrados, construeidos sobre los lados
del triangulo hacia el interior de éste, se hallan
en una recta.

11.296. Sobre los lados BC, CA y AB del
triangulo 4 BC hacia el exlerior estdn construi-
dos los tridngulos A,BC, B,CA y C,AB de
manera que £ ABC = LC\BA, LCAD =
= /B,AC, /B,CA = /A,CB. Demostrar
que las rectas AA,, BBy, CC, se cortan en un
punto.

I1.297. Supongameos que ABC es un iri-
angulo isosceles (| AB | = | BC |); BD es su
altura. Un civculo de radio BD rueda por la
recta AC. Demostrar que mientras el vértice
B se encuentre en ¢l interior del circulo, el
arco de Ia circunferencia dispueslo en el inte-
vior del tridngulo tiene una longitud constaule.

11.298. Por dos vectas que se inlersecan,
con velocidades iguales se mueven dos puntos.
Demostrar que existird un puanto fijo del plano
tal gue en todos los momentos de Liempo serd
equidistante de éslos.

11.299. Dos ciclistas avanzan por dos cix-
cunferencias que se intersecan. Cada uno sigue
su propiacirennferencia con una velocidad cons-
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tante. Al salir simultaneamente del punto, en
el gue se inlersecan las circunferencias, y al
dar sendas vueltas, los ciclistas se encuentran
de nuevo en cste punto. Demostrar que existe
un punto inmévil tal, en cuyo caso las distan-
cias del mismo hasta los ciclistas siempre son
iguales, si estos se mueven: a) en una misma
direccion (en sentido de las agujas del reloj);
b) en direcciones opuestas.

11.300. Demostrar que: a) el giro alrededor
de un punto O en un dngulo « equivale al eni-
pleo sucesivo de dos representaciones simélricas
axiales, cuyos ejes pasan por el punto O, y el
angulo entre los ejes es «/2, mientras que la
traslacion paralela equivale a dos simetrias
axiales con ejes paralelos; b) dos giros sucesi-
vos alrededor del punto O, en un anguio o y
alrededor del punto O, en un Aongulo p (U <<
< o< 2a, 0 << P << 25, los giros sc hacen en
una niisma direcciéon) equivalen a un giro en
el dngulo o + B alrededor de cicrto punto O,
si o + P %= 2n, Hallar los dangulos del tridn-
gule 0,0,0.

11.301. Sobre los lados del tridngulo arbi-
trario como sobre bases eslédn construidos tres
tridngulos isdsceles AKB, BLC, CMA con
los Angulos en los vértices K, L y M iguales a
a, Byy, a-+B+ v+ 2rn Al mismo tiempo,
los tres tridngulos estin dispuestos fucra del
triangulo ABC o bicn en su interior. Demos-
trar que log dngulos del tridngulo KLAM son
iguales a a/2, B/2, y/2.

I1.302. Supongamos que ABCDEF esun
hexdgono inscrito, en el cual |AB | =
= |CD | = | EF | -~ R, donde R es el radio
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de la circunferencia v O es su centro. De-
moslrar que los puntos de las interseccionoes
dos a dos de las circunferencias circunseritas
alrededor de los triangulos B8OC, DOE, FOA,
distintos de O, sirven de vérlices para un tri-
angulo regular con el lado A.

TL.303. Sobre los lados de un cuadrilatero
convexo hacia el exlerior estan construidos
sendos rombos, cuyo angulo agudo es igual a a.
Al mismo tiempo, los dngulos de dos rombos,
adyvacentes a un mismo veértice del cuadrila-
tero, son iguales. Demoslrar que los segmen-
tos, que unen los centros de los rombos opues-
Los, son iguales y el dngulo agudo entre estos
segmentos es igual a «.

I1.304. Viene dado un triangulo arbitrario.
Sobre sus lados, fuera del tridngulo, estan
construidos sendos tridngulos equildteros, cu-
yos centros sivven de vértices para el tridngulo
A. Los centros de los tridngulos equilateros,
construidos sobre los lados del tridngulo de
partida hacia el interior de éste, sirven como
vértices para otro tridngulo §. Demostrar que:
a) los tridngulos A y 8 son equildteros; b) los
centros de los tridngulos A y § coinciden con
¢l centro de masas del (ridngulo inicial; ¢) la
diferencia de las dreas de los tridngulos A y &
es igual a la del triangulo de partida.

I1.305. En el plano se dan tres puntos. Por
éstos estan {razadas tres rectas que forman un
tridngulo regular. llallar el lugar geométrico
de los centros de estos triangulos.

11.306. Se da un triangulo ABRC. En la
recta que pasa por el vértice A y es perpendicu-
lar al lado BC, se toman dos puntos A4, y -
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de modo que | A4, | = |AA, | = | BC | (4,
es mas proximo a la recta BC que A,). De na-
nera analoga, en la recta perpendicular a AC,
que pasa por 5, se toman los puntos B, v B,
de modo que | BB | = | BB, | = | AC |. De-
mostrar que los segmentos 4,5, y A,f8, son
iguales y muluamente perpendiculares.

*
& *

I1.307. Demostrar que un poligono cir-
cunscrito, con todos los ladog ignales. es re-
gular, ¢i el numero de sus lados es impar.

11.308. Por el centro de un poligono regu-
lar de =z Jados, inscrito en una circunferencia
unitaria, estd trazada wna recta. Hallar la
suma de los cuadrados de las distancias desde
los vértices del poligono de n lados hasta
esta recla.

IT.309. Dcmostrar que la suma de lax
distancias desde nn punte arbitrario tomado
en cl interior de un poligono convexo hasta
sus lados es constante, si: a) todos los lados
del poligono son iguales; b) todos los angulos
del poligono son iguales.

I1.310. Una semicircunferencia estd divi-
dida por los puntos A, Ay, ..., A4,,4,
en 2n + 1 arcos iguales (A, y 4,,4, son
los extrewos de la semicireunferencia), € es el
centro de la semiecircunferencia. Demostrar
que las rectas A;d,,. Apdyp g0 - - o A A,y
forman al intersecarse con las rectas 04,
vy 04, , wnos segmentos, la suma de cuyas
longitudes es igual al radio de la circunferen-
cia.

136



IF.311. Demostrar que si a partir de un
punte arbitrario de una circunferencia s¢ ba-
jan perpendiculares sobre los Yados de un poli-
gone inscrilo de 27 lados, los productlos de las
lougitudes de cstas perpendiculares, tomando
una si y otra no, serin iguales.

11.312. Sea A;A, ... 4, un poligono ins-
crito; e} centro de la circunferencia se halla
en el interior del poligono. Un sistema de cir-
cunferencias toca interiormente la dada en
los puntos A,, 4,, ..., 4,; ademas, uno
de los puntos de interseccion de dos circunfe-
rencias vecinas se oncuentra en el lado corres-
poudiente del poligono. Demostrar que si 7
es lLinpar, todas las circunferencias lienen ra-
dios iguales. La longitud de la frontera exte-
rior de la unidén de circunferencias inscritas
es igual a la longitud de la circunferencia
dada.

11.313. Examinemos una circunfercncia,
en la cual estd inscrito wn poligono de (2n -| 1)
lados A4, . - . Ayp 4y Sea A un punlo arbi-
trario del arco A 4,,.4,.

a) Demostrar que Ja suma de las distancias
desde A hasta los vérlices con niumeros pares
es igual a la suma de las distancias desde A
hasta los vértices con nameros impares.

b) Coustruyamos circunferencias iguales
que sean tangeutes a la dada de mavera igual
en los puntos ;. 4,, ..., A,,+. Demosirar
que la suma de las tangentes trazadas desde
A hacia Jas circunferencias (ue tienen contac-
to con la dada en los vértices con niimeros
pares. es igual a ia sama de las langentes tra-
zadas a las eircunferencias que tienen contacto
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con la dada en los vérlices con ntmeros impa-
res.

I1.314. a) A una circunferencia dada estin
trazadas dos tangentes. Sean A y 7 los puntos
de tangencia, C, el punto de inlerseceién de las
tangentes. Tracemos uwna recta arbitraria [,
tangente a la circunferencia dada. que no pasa
por A y B. Sean u y v las distancias desde A
v B hasta I; w. la distancia desde C hasta {.
Hallar wv/v?, si £ ACB = q.

b) Alrededor de una circunferencia esta
circunscrito un poligono. Sea ! una recta ar-
bitraria tangente a la circunferencia, que no
coincide con ninguno de los lados del poligo-
no. Demostrar que la razén enire el producto
de las distancias desde los vértices del poli-
gono hasta [ y el producto de las distancias
desde los puntes, en Jog que los lados del po-
tigono contactan con la circunfercncia, hasta
{ no depende de la posicién ocupada por la
recta [

c) Sea 4,4, ... A,, un poligono de 2n
lados circunscrito alrededor de wma cireun-
ferencia, y /, una tangente arbitraria a la circun-
ferencia. Demostrar que ¢l producto de las
distanciag desde los vérlices con nitmeros im-
pares hasta ! v ol produclo de distancias desde
los vértices con niuneros pares hasta I se
cncuentran en razon constanie que no depende
de I (se supone que / no contiene los vértices
del poligone).

[1.315. En nn poligono inscrito estin tra-
zadas las diagonales que no se intersecan, si-
no que lo dividen en tridngulos. Demostrar
que fa suma de radios de las circunferencias
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inscritas en estos tridngnlos no depende de la
manera de {razar las diagonales.

IL.316. Supongamos que AzA, ... A, es
un poligono de perimetro 2p circunscrito al-
rededor de una circanferencia eon radio r:
By By . . By, respectivamente. son los pun-
tos de tangencia de los lados 4;4,, 4,4, . . .
« ..o, Apyd, con la circunierencia; I es un
punto gue sc encnentra a la distancia 4 del
centro de la circunferencia. Demostrar que

A8, | 5 | dpils | B 328, %= [ 451 4
‘%‘- L 3 _l" lj"jfb’” |2' |A:1A1l = 2}) (‘.;’. + da)v

I1.317. Supongamos que A BCD es un cua-
drildtero ingerito, M. un punto arbitrario
de la circunferencia. Demostrar que las pro-
yecciones del punlo M sobre las reclas de Sim-
son (véase el problema 11.133) que correspon-
den al punto Af respecto a los Lridngulos ABC,
BCD, ¢DA yv DAPB se hallan en una recta
(recta de Simson del cuadrildtero).

Luego, por induccion determinemos la rec-
ta de Simson del poligono de (» + 1} Jados
haciendo uso de la recta de Simson del poli-
gono de n lados. a saber, para el poligono de
(n 4- 1) lados inscrito arbilrario y el punto
M en la circunferencia, las proyecciones de
este punto sobre todas lag rectas de Simson
posibles de este punto respecto a todos los
poligonos de n lados posibles. formados por
n vérlices de este poligono de {(n + 1) lados,
se hallan en wna recta que es la recta de Sim-
son del poligono de (n 4 1) lados.
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I1.318. En el interior de la circuniorencia
2« se halla la circunferencia p. En la circnnfe-
rencia o se dan dos sucesiones de puntox:
Ao Ma, Asexi 3 B B Bres s QU8 8-
guen en una misma direccion, y lales que las
rectas A,d,, A.A4y, Agd; ... ¥ B8, BB,
B,B, ... son tangenles a la circunferencia f3.
Demostrar que las reclas 4;5,. A,0,, A 483, .
son langenies a una circunferencia, cuyo cen-
tro se encuentra en la recta que pasa por los
centros de las circunferencias a v .

I1.319. Aprovechando el resultado del
problema anterior, demostrar la afirmacidu
siguienle (teorema de Poncelef). Si existe un
poligono de r lados inscrito en cierta circun-
ferencia a y circunscrito alrededor de otra cir-
cunferencia f, existirA un ndmero infinita-
menle grande de poligonos de n lados inscri-
tos en la circunferencia o y circunscritos alre-
dedor de la circunferencia f; ademas, por uno
de los vértices de semejante poligono de n
lados se puede tomar cualquier punto de la
circunferencia «.

11.320. Sobre los lados del tridngnlo re-
gular PQR como sobre hases, hacia el exte-
rior del mismo, eslan construidos los tridngu-
los isésceles PXQ, QYR y RZP; ademis,

LPXQ =5(n+ 2L A) L QYR =5(x +
+ 2/ B), RZP =4 (n + 2 £ C), donde 4,

B, C son angulos de cierto tridngulo
ABC. Sea A, el punto de interseccion de las
rectas ZP e YQ, B,, el punto de interseccion
do las reclas XQ y ZR: C,, ¢l punle de inley-
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seccidn de las rectas YRR v XP. Demostrar
que los dngules del tridngulo A ,B,C, son igua-
les a los dngulos correspondienies del triadn-
oitlo ABC.

Aprovechando el resultado obtenido, de-
mostear el teorema de Morley que reza: #i los
angnlos de wn tridangulo arbitrario estan divi-
didos en Ires partes iguales cada uno (las rec-
tas obtenidas se llaman f#risectrices), entonces
tres puntos que son los punlos de interseccidn
de pares de Lrisectrices adyacentes a los lados
correspondientes del triangulo, son los vérti-
ces del triingulo regular.

I1.321. Consideremos que los vértices del
tridngulo ABC siguen uno tras otro en orden
positivo, o sea, en sentido contrario a lasagu-
jas del reloj. Para cualesquiera dos rayos o

i
y B designemos con el simbolo (o, B) el angnlo,
en que hace falta girar el rayo a en sentido
conlrario a las agujas del reloj para gue coin-
cida con el rayo B. Designemos con o y «;
dos rayos que parten desde A. para los cua-

S % 7N {
les (4B, o) = (o, %) = (a7, AC) =5 £ A,

2™\
%, V 0. Son rayos, para los cuales (458, a,) =

ARy ‘//\ 1
= (g, CL,,_) — (0‘—2, AC) =_3'( LA =+ 2“’) Y,
por fin. &y y =, son rayos, para los cuales

e /‘\’ . {
(AB, a3) = (2 "—":1) = (tt: AC} ﬁz‘;.j‘(r-/—/i I

- 4m) (@52, donde i =1, 2,3, respecti-
vamente, los llamaremos trisectrices de prime-
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ro, segundo y ilercer géneros). De la misma
manera, para los vértices 8 y € determinemos
Bio Bi v yro v (. k=1, 2,3). Designemos
con a;p;ye el tridngulo formado al cortarse
las rectas (no los rayos) o; ¥ B, By ¥ Vi Yo ¥ @
Demostrar que para todos i, j. & tales. que
i 724 k—1 no es multiple de tres. los
triangulos oy, son regulares. sus iados son
correspondientemente paralelos v los vérti-
ces se sitian en las nueve rectas. seis en ca-
da recta (teorema completo de Morley).

§ 8. Desigualdades geoméiricas. Problemas
del méximo y del minimo

11.322. Al principio del siglo XIX, el
gedmetra italiano Malfalti planteé el proble-
ma siguiente: de un tridngulo dade hay que
cortar tres circulos de tal manera que la suma
de sus areas sea maxima. Ean las invesligacio-
nes posterioves, por circunferencias de Malfatli
se enlendfan tres circunferencias que se tocan
dos a dos, y cada una de las cunales es tangenie
también a dos lados del tridngulo dado. Demos-
trar que para el tridngulo regular las circun-
ferencias de Malfatti no dan la solucién del
problema inicial. (S6lo a mediados del siglo
XX fue establecido que las circunferencias de
Malfatli no dan la solucién del problema ini-
cial, cualquiera que sea el (ridngulo).

11.323. Demoslrar que p;a%j— 1 642, don-

de p es el semiperimetro, r vy 1. los radios de
las circunferencias inserita y circunscrita del
tridngulo.
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11.324, Demostrar que el perimetro del
triangulo, cuyos vértices son los pies de las
alturas del tridngulo acutangulo dado, no
supera ta milad del perimetro del triangulo da-
do.

I1.325. Demostrar que si el triangulo, for-
mado por las medianas del tridngulo dado,
es obtusingulo, el dngulo menor del tridngu-
lo de partida es inferior a 45°.

11.326. Sea ABCD wun cuwadrilatero conve-
x0. Demostrar que por o menos uno de los
cuatro anguios BAC, DBC, ACD. BDA no
supera m/4.

I1.327. Demostrar gue la mediana traza-
da al fado mayor del triangulo forma con los
lados gue la comprenden, dngulos, la magni-
tud de cada nuno de los cuales no es menor que
la mitad del 4Angulo winimo del tridngulo.

11.328. Temostrar que si en el triangulo
ABC el dngulo 8 es obluso y |AB | =
= | AC | /2, entonces £ C > / A/2.

I1.329. Demostrar que Ja circunferencia
cincunscrita alrededor de un tridngulo no
puede pasar por cl centro de la circunferencia
exinscrita.

11.330. En un tridingulo, del vértice A4
parten la mediana, la bisectriz y la altura.
{Qué angulo es mayor: enire la mediana y la
bisectriz o entre la bisectriz v la altura, si se
da el angulo A?

J1.331. Demostrar que. si las medianas
que parten de los vértices 5 y C del tridngu-
lo AC son perpendiculares, enlonces etg & +
4-etg C  2/3.

11.332, En el tridngulo ABC. | AB | <<
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< | BC | . Demostrar que para el punto arbi-
trario 3 tomado en la mediana que parte del
vértice B, £ BAM=> £ BCM.

11.333. Desde el punto exterior 4 hacia
la circunierencia estan trazadas dos lLangentes
AB v AC y sus puntos medios D y £ eslin
unidos medianle !a recta DI, Demosirar que
esta recta no corta la circunferencia.

[1.334. Demostrar que si la recta no corta
la circunferencia, entonces para cualesgniera
dos puntos de la recta la distancia entre
éstos esta comprendida entre la suma y la di-
ferencia de longitudes de las tangentes tra-
zadas por estos puntos hacia la circunferencia.
Demostrar la afirmacién inversa: si para dos
puntos cualesquiera de la recta la afirmacién
no se cumple, entonces la recta corla la cir-
cunferencia.

11.335. En el tridngulo ABC, Jos dngulos
estan ligados mediante la relacion 324 —
— £LC < n. El angulo B3 estd dividido en
cuatro partes iguales por las vectas que corlan
el lado AC. Demostrar que el tercero de los
segmentos, en los cuales estd partido el lado
AC, contando desde el vértice 4, es menor de

| AC | /4.

I1.336. Sean a, b, c. d los lados sucesivos de
un cuadrildtero. Demostrar que si S es sn
drea, entonces S=<C (ac + b0d)/2; ademas, la
igualdad es valida sélo para el cuadrilatero
inscrito, cuyas diagonales son perpendicula-
res.

J1.337. Demostrar que si las longitudes de
las bisectrices del tridngulo son menores que

1, entouces su rea es menor de }/3/3.
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11.338. Demostrar gue un tridngulo seréd
acutangulo, rectangulo u obtusingulo, segiun
que sea positiva, igual a cero o negativa la
expresion a® -+ b* + ¢ —8R? (a, b, ¢, son los
lados del tridngulo, R, el radio del circulo
circunscrito).

I1.339. Demostrar que un (ridngulo sera
acutidngulo, rectdngulo u obtusingulo segin
que su semiperimetro sea mayor, igval o me-
nor, respectivamente, que la suma del didme-
tro del circulo circunscrito y del radio del ins-
crito.

I1.340. Demostrar que si las longitudes
de los lados del tridngulo estan ligadas me-
diante la desigualdad @® + b® > 5¢?, ¢ es el
menor de Jos lados.

11.341. En el tridngulo 4BC, el angulo B
ticne magnitud media: £ A < LB << £.C, I
es ¢l centro de la circunferencia inscrita, O,
el centro de la circunferencia circunscrita,
H. el punto de interseccidon de las alturas. De-
mostrar que / se halla en el interior del tridn-
gulo BOH.

11.342. Dos tridngulos ABC y AMC estan
dispuestos de tal manera que MC corta 4B
en el punto O; ademds, |AM |+ | MC | =
= |AB| 4+ | BC|. Demostrar que si
| AB | = | BC |, entonces | OB | > | OM |.

I1.343. En el triangulo ABC el punto M
se halla en el lado BC. Demostrar
que (|AM |—1AC ) |BC|<(|AB|—
— AC |) | MC|.

I1.344. Sean a, b, ¢ los lados del tridngulo
ABC: M, un punto arbitrario del plano. FHa-
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llar el minimo de la expresion: | MA | * +
+ | MO |+ | MC ).

11.345. Los lados del angulo igual a o
son las barandas de la mesa de billar. {Qué
namero maximo de rebotes de las barandas
puede hacer una bola de hillar (se puede pres-
cindir de las dimensiones de la bola)?

I1.346. En los vértices de un cuadrado con
el lado igual a 2 km estan dispuestos sendos
pueblos. Estos ultimos estin unidos mediante
caminos de manera que desde cada uno de ellos
se puede ir a cualquier otro. ;Podra ser infe-
rior a 5,5 km la longitud total de cami-
nos?

I1.347. El punto A esti dispuesto entre
dos rectas paralelas, a unas distancias a ¥
b de ellas. Este sirve de vértice de un angulo
igual a o de todos los tridngulos posibles, cuyos
otros vértices se siltian uno encadauna de las
rectas dadas. Hallar el valor minimo del area
de semejantes triangulos.

11.348. Se da una circunferencia de radio
Rt con el centro en el punto 0. AB es su did-
metro v el punto M se halla en el radio OA:
ademas, |AM |: | MO | = k. Por el punto
M estd trazada una cuerda arbitraria CD.
dA qué es ignal el valor maxime del drea del
cuadrilatero ACBD?

11.349. Viene dado un Angulo con el vér-
tice A v dos puntos M y N en su interior. Por
A se traza una recta que corta los lados del
dngulo en los puntes & y €. Demostrar que,
para que el drea del cuvadrilaitero ABNC
sea minima, es necesario y suficiente que la
recta BC corte AN en el punto P tal que
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| BP | = [ MC |. Dar un procedimienio de
construccion de esta recta.

11.350. El vértice del dngulo « se halla en
el punto O, A es un punto fijo en el interior
del angulo. En los lados del dangulo se toman
los puntes M y A" de tal manera que £ AN =

= P (2 + P < n). Demosirar que  si
|AM | = |AN |, el drea del cuadrilatero
OMAN alcanzara el maximo (entre todos los
cuadrilateros posibles gue se obtienen al cam-
biar la posicion de A/ y N).

I1.351. Teniendo en cuenta el resultado
del problema anterior, resolver el siguiente,
En el interior de un angulo con el vértice O
se toma el punto A. La recta 04 forma con
los lados del dngulo los dngulos ¢ y ¢. Hallar
en los lados del angulo los puntes M vy N tales
que LMAN =B (g -} ¢+ p<<a) y el area
del cuadrilitero OMAN sea maxima.

I1.352. Viene dadoe el tridngulo OBC
(£.BOC = @a). Para cada punto 4 en el lado
BC determinemos los puntos M y N en OB
y OC de manera que L MAN = f (a + p <
< n} v el area del cuadrilitero OMAN seca
maxima. Demostrar que esta drea maxima
alcanza el minimo para los puntos 4, W y
N tales, para los cuales | MA | = AN |
y la recta MN es paralela a BC. (Semejantes

puntos se encontrardn si los angules 8 y C

del tridngnlo 4 BC no superan % ~:——g-)
11.353. Sea A BCD wun cuadrilitero inscri-

to. La diagonai AC es igual a a y forma los

dngulos o y B con los lados 4B v A D, respec-

tivamente. Demostrar que el area del cuoa-
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drilitero esté comprendida entre las magnitu-
B a? zsen {a+P) sen § a? sen {o.-{-§) sen &
- 2sen a ¥ 2sen f

11.354, Se da el dngulo « con el wvértice
cn el punto O y el punto 4 en su interior. Exa-
minemog todos los cuadriliteros posibles
OMAN, cuyos vértices M y N estan dispues-
tos en los lados del dngulo, y tales que
L MAN =B (¢ + p >mnr). Demostrar que
si entre estos cuadriliteros hay un cuadrila-
tero convexo tal que | MA | = | AN |, en-
tonces este cuadrilatero tiene el area mi-
nima entre todos los cuadrilateros examina-
dos.

I1.355. En el interior de un 4angulo con
vértice O se da el punto A tal que OA forma
los dngulos @ y ¢ con los lados del dAngulo dado.
Hallar en los lados del Angulo los puntos A
v N lales que ZMAN =P (o +¢+ B>

=) y el drea del cuadrilitero OMAN sea
minima.

I1.356. En el (ridngulo OBC, £ BOC = a:
para cada punto 4 tomado en el lado BC
determinemos Jos puntogs M y N, respectiva-
mente, en OB y OC de modo que L MAN =
= B y el drea del cuadrilitero OMAN sea
minima. Demostrar que esta drea minima sera
méxima para tales punfos 4, M y N, para
los cuales | M4 | = |AN |y la recta MN
es paralela a BC. (Si semejante punto A no
existe, el maximo se alcanzard al final del la-
do BC para el cuadrildtero degenerado.)

11.357. Hallar el radio del circulo de area
mixima que pueda cubrirse totalmenie con
tres circulos de radio R. Resolver el problema
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para el caso general, cuando los radios son
iguales a R,, R,, Rs.

I1.358. ¢Es posible o no cubrir totalmente
con tres cuadrados unitarios un cuadrado con
¢l lado 5/47

I1.359. ¢A qué es igual el 4rea méaxima de
un triangulo regular que puede cubrirse to-
talmente con tres tridngulos regulares con el
lado igual a 1?

[1.360. En el tridngulo 4ABC, en los la-
dos AC y BC se toman los puntos M y N y
en el segmento MN, el punto L. Supongamos
que las areas de los tridngnlos ABC, AMI y
DONL son iguales, respectivamente, a S, P
y Q. Demostrar que VS>> ¥ P + v Q.

I1.361. Supongamos que a, b, ¢, S son,
respectivamente, los lados y el area de un
tridngulo; @, P, ¥, los angulos de um otro
tridngule. Demostrar que a? ctg o + &% ctg p +
+ c*ctg vy 2> 4 S; ademais, esta igualdad es
vélida s6lo en el caso, en que ambos tridngu-
los son semejantes.

[1.362. Demostrar la desigualdad a2 -
TP+ ESASVE A (a— DR+ (b — o) +
+ (¢ — a)?, donde a, b, ¢, S son, respectiva-
mente, los lados y el drea de wn tridngulo
(desigualdad de Finsler y Hadwiger).

I1.363. Se da un {riangulo con los lados
a, b y ¢. Determinar el irea del mayor tridu-
gulo regular posible circunscrito alrededor del
dado y cl drea del menor triangulo regular ins-
crito en el primero.

I1.364. Sea A7 un punto arbitrario en el
interior del tridngulo ABC. La recta AM corta
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la circunferencia circunscrita alrededor del A BC

en el punte 44. Demostrar que IBI[IZI -J{L}Mi =
14

> 2r, donde r es el radio de la circunferencia
inscrita; ademds. la igualdad se obtiene cuan-
do 3/ coincide con el centro de la circunferen-
cia inscrita.

I1.365. Sea M un punto arbitrario en el
interior del triangulo 4AB8C. Demostrar que
| AM | sen £, BMC 4+ | BM | sen LAMC -
| CM |sen LAMB<_p (p es ¢l semi-
perimetro del tridngulo ABC) y la igualdad
se logra cuando M coincide con el centro de
la cirennferencia inserita.

1£.366. Sean Ay, h, ks las alturas del
triangulo ABC, y u, v, w, las distancias hasta
los lados correspondientes desde el punto M
que se encuentra en el interior del triangulo
ABC. Demostrar las desigualdades:

) 2 2 >

h) h’lhzh:}} 27 v,

¢) (hy — u) (hy — v) (hy — w) > 8 uvw.

11.367. Supongamos que A es la longitud
de la altura maxima de un tridngulo no ob-
lusangulo, R y r son, respectivamente, los
radios de las circunferencias circunscrita ¢
inscrita. Demostrar que R - r<Ch (Erdos).

11.368. Demostrar que ¢l radio de la cir-
cunferencia circunserila alrededor de un trian-
gwlo formado por las medianas de otro tridn-
gulo acutdngulo, es superior a H/6 partes del
radio de la circunferencia circunscrita alre-
dedor del triangulo de partida.

I1.369. Demostirar que la suma de cuadra-
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dos dec las distancias a partir de un punto
arbitrario del plano hasta los lados de un
triangulo toma el valor minimo para tal pun-
to seiialado en el interior del tridngulo, para
el cual las distancias hasta los lados corres-
pondientes son proporcionales a estos lados.
Demostrar también que este punto es el pun-
to de interseccidn de las simedianas (véase
el problema [I.i71} del tridngulo dado
(punto de Lemuan).

I1.370. En el teiangulo dado todos los
angulos son menores de 120°. Demostrar que
la suma de las distancias desde un punto ar-
bitrario hasta los vértices de este tridngulo
toma el valer minimo para lal punto en su
interior, desde el cual cada lado del tridngulo
se ve bajo el dngulo de 120° (punte de fTo-
rricelli).

1E.371. Demostrar que cntre Llodos log
tridngulos inscritos en un tridangulo acutangulo
dado, el perimetro minimo lo tiene aquel,
cuyos vértices gon log pies de las alturas del
triangulo dado.

I1.372. Demostrar que la suma de las dis-
tancias desde un punto tomado en el inferior
de! triangulo hasta sus vértices no es menor do
6r, donde r es el radio de la circunferencia
inscrita.

11.373. Para up triangulo arbitrario demos-

trar la desigualdad (las designaciones son

i Biile
corrientes) t%%% Lo __‘."_:fsf_ )

I1.374. Supongamos que X es el punto de
interseccion de las diagonales del cuadrilatero
convexo AH5CD, L. un punio en ¢l Jado AD
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N, otro punto en el lado BC, M, un punto en
la diagonal AC; ademés, KL y AN son parale-
las a AB, LM es paralela a DC. Demostrar
que KLMN es un paralelogramo y su area os
menor de 8/27 partes de la del cuadrilatero
ABCD (teorema de Halttori).

I1.375. Dos tridngulos tienen un lado co-
mun. Demostrar que la distancia entre los
centros de las circunferencias inscritas en éstos
es menor que la distancia entre los vértices
gue no coinciden (problema de Zalgaller).

I1.376. En el triangulo A5C, los dngulos
son iguales a «, P y y. Otro tridngulo DEF
estd circunscrito alrededor del triangulo ABC
de modo que los vértices 4, B yv C se encuen-
tran en los lados £F, FD y DE, respec-
tivamente; ademds, /L ECA = /DBC =
= L FFAB = ¢. Determinar el valor del
angulo ¢, en cuyo caso el irea de! tridngulo
EFD es méxima.

I1.377. En los lados BC, CA y AR del
triangulo ABC se toman, respectivamente,
los puntos Ay, By, €,. Demostrar que el area
del tridngulo A4,8,C; no es menor que el
area por lo menos de uno de los tres tridngu-
lOS; ABICI, A]_BC!, AIB,C.

I1.378. Sean @. I, H, respectivamente,
los centros de las circunferencias circunscrita,
inscrita y el punlo de interseccion de las al-
{uras de un triingulo determinado. Demostrar
que |OI |z |1H | 7z

I1.379. Supongamos que M es un punto
arbitrario Lomado en el interior del tridngulo
ABC; z, y v z son lasg distancias desde 3 hasla
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A, B v C, respectivamente; u, v v w, las dis-
tancias desde M hasta los lados BC, C4 y
AB, respectivamente; ¢, b, ¢, los lados co-
rrespondientes del tridngulo A BC; S essu drea;
R y r, los radios de las circunferencias cir-
cunscrita ¢ inscrita. Demostrar lag desigual-
dades:

a) ax + by -+ cz > 48S;

b) 24+ y+222 (-t v+ w (desigual-
dad de L'rd('is)

¢) «u + yv + 2w > 2 (uv 4 v - wu),

) 2 —+l4~i)r--—+—+;.

e} :zyz} (u+ v) (v + w) (w+u);

48 .
f) zyz> - uow;

g) wy 4 yz-+ z.z,}zx—‘ff(uu—{—uw-# wi).

11.380. En un tridngulo dado lracemos la
mediana hacia el lado mayor. Esta mediana
divide el tridngulo en dos. En cada uno de los
tridngulos obtenidos también tracemos la me-
diana hacia el lado mayor, etc. Demostrar que
todos les tridngulos resultantes pueden divi-
dirse en wn nimeoro finito de clases de manera
que todos los tridngulos que pertenecen a nna
rmisma clase, seran semejantes entre si. Demos-
trar también que cualgquier dngulo de cual-
quier tridngulo oblenido a consecuencia de
estas construcciones no es menor que la mi-
tad del angulo minimo del tridngule iuicial.

11.381. Hallar el tridngulo del frvea mi-
nima, el cnal puede cubrir tolalmente cnal-
quier tridngalo con los lados que no superen
al.



Respuestas, indicaciones y
resoluciones

. Hechos y teoremas geomeétricos
fundamentiales. Problemas de calculo

I.17. Una bisectriz divide el tridngulo en
dos, cuyas areas son -4-sen _—?, -P;isen % ;
respectivamente, y el drea de todo el trian-

ab o al
gulo es o-seng; por cousiguienle, (_2'+
; B

I_ﬂ} sen 2 =2 seng, {-- ————MC% 2
T 2 % ! T

1.19. Tomemos una circunferencia tanges-
le a los lados AR, BC y CA. Si esta circunfe-
rencia no es tangente al lado DA, entonces,
al trazar la tangente DA, (4, se halla en 4 B),
obtenemos ADAA;. en el cual uno de los la-
dos es igual a la suma de los otros dos.

1.20. Al trazar por los vértices del trian-
gulo las rectas paralelas a los lados opuestos,
obtenemos un iridngulo, para el cual las al-
turas del tridngulo de partida son perpendi-
culares levantadas hacia log lados en sus pun-
tos medios.

a-tb | P8 g Doi
k21, — .1-22.7;"-]/_![—. 123, —5—x
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x{at+b—V @+ 02, 1.24, ™ V3 .

2
1.25. 2%, 1.28. Lol s Lo psena.
L30. o g2 %, 1.31 30°. .42, 2.
1.33. 0% 1.36. r2(2 '3+ 3).

1.37. 1V a(@l—a). 1.38. 5-(S,+S).
I1.39. Si « >-b6, 1a hisectriz corta et lado CP:
si a<Zb, la misma corta la base BC.

2ab 1—% a+b
/4 : B i
[.40. R I.41, clr(:('.mil1 T 1.42. i X

TS e 3 { il S
x V 30>+ 2ab — a®. 1.43. aZ. 1.44. B [/-—2—.

145, (V'S, + V' 8.1 1.46. 90°+ 5.
7 i'_':;’l V' a*bi 1.48. accsen (:":,“1') .

49, (6—m):2n: (6—m). L50.% (1 2—1)x
X2V Z-1)n—4]. 151 Z-(6 V3 -6
g R o, V3 ;N —
—xn). L52. T(?+Lz_) 1.53.721/63—-0,2.
d - 4
1.54. 5. L55. 8.

.58, Si a < 90°, § << 90°, entonces los
dngulos del AABC son iguales a 90° — o,
90° — B, o 4 B; si o >>90° $ < 90°, enton-
ces « — 907, 90° + B, 180" — o — B si @ <<
<< 90° B > 90° entonces 90° + o, p — 90°,
180° — o — B.
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P o a 36
153, 5V m*—4S. 1.60. —. 1.61. e D

"N m[-—-

. S
L6z, )/ TGE—T)"

1.63. Lin un tridngulo isdsceles con el angu-
lo del vértice /5 1a bisectriz del dngulo adya-
cente a la base divide el triangulo en des
tridngulos isésceles, uno de los cuales es se-

=W
1.64, R? [ctg =~ ——{.‘ﬂ a)]. 1.65. T }/IO-

mejante al de partida. Respuesta:

Vi a(4sen®o41) 2 9 (s -
1.66. T + LEBi: 2F (Z Vd—f—d).

at4-4r2 : 3a e | 10
‘. T — e I.h | — e .70.—-————,
168, % ST ,

: Y,
L7 2 L7200 178, 5 (te5—ctga).

4 (2 +b%)

acosq’; 4 Vi

2—a : iR
1.7!1. m-'—_ﬁj. I 75 R ' 1-7‘.). 3 ]{{,g .

[T a2 }’3
177 a(—§-+T), L.78. L=
L79. - B+y—a). T
m o |b=al )/ T——3
I.81. Tsenvosenzp- 102 V 4d2—{b—q)?.

1.83. 2(R24 g2

1.84. Son posibles dos casos: ambos eentros
eslan dispuestos a ambos lados de la cuerda
comun o a un lado. Respectivamente hay dos

pares de respuestas: a ()3 —1) ,a 'V‘i gy - l)
v a{}V3+1), a——-(l/3+l) 1.86. 2L
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1.87. H 1.88, arccos 1 V1= 2% 139..§_,

5

f E1 aT
1090- _8—. I.gi.?z 1 a-+—2———2— N — —
= a‘i*—g———;}l. 1.92. u"’*-?-l%_d (Como

regla, son posibles dos tridngulos, pero en
uno de @éstos dos vértices se hallan en las
prolongaciones de las diagonales.)

Les. A med B ngs VT
1.96. X (y3-1). 1.97. Y10 1.98. L2 1.
1.100. < V9654 )/3. I.101. 3:4.
1102 as"“ﬁczg“"'”

L103. & 1/2)(1'3-{—02—}- 10ac cos p.

4 Ry (H-—-r)
Iin{E. —4‘—8 1-105. GH?" Rz .

Ji0s, ~LLiotebese ¢ 107 "

2(b—acose) ill
Y :
I.108. . 1109, Scos?2a.
2 cog —g~

I.110. V42— I.411. =

1112, 'V a® + b2 2ab cos a|etg &}.
L113. ]/— b2t — 2 abcosa.
I.114. drcsen—— ¥y :n—arcseni‘—

Vs QCOS(a'f‘ﬁ)
1415, a2(})'2—1). I.116. s A
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a sen (- P
cos (2o-r-f8) *

; e =
2cos-5+3

1.117. 1)-& (b —acosa)sen®a

. 1419, 2E 56, +S=’

I.118.
482

60(33T‘§"1

1.120. 4 cos% X

>< ]/(RZ—RK) (R2 sm:ﬂ-%—i— 12,0052%) ;

s ot
150 ‘ o senv-%—cu:ﬁ 5
L1202 122 ] S+
i : 4 o
02('-052—?2—

1.123. [V a® £ 6:—ab, V@ + b2+ ab.
1.125. 15°, 75°. 1.126. “” AV3  1.427. 2 V.

1.128. V3. K 129 =(2 V3 +3).

2% sen? o sen f 313(1°13—1)

1.130. = 1.131. T :
g4

T.432.-1.4. 1.133. 103 1.134. E ¥
arccos 0T 1.435. 30°. 1436, 21

R
1437, £8_2¥Y A pass 4)/ L —_-—1““°Sﬁ
abtga

—ecosp ’
1.139.
| a*tg® a+t(a—0)?
ONP los segmentos KP v NM son alturas,
por eso OA es allura.)

1.140. 23".  RTTRE

. {En el tridngulo

1.143. EI error no supera 0,00005 de radio
de la circunferencia. I.144. 113—56 |/ 2.
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4 1 ; 2
1445, 7.5. _ L4463 5. 1.447. =F.
ras8, L2V D rqa9. 213 1450 4 /3
L5l 54—V, I.152. L2,
1.153. 212 senZa sen 2a. 1154, 2 £
. g 1 ;3 V3

1.155. 13 1 + Garccos ( — — )

L.156. ¥ 12(2—~ V'3). L.157. ari(a-}+ 2r).
1.158. Si a<%, el problema tiene dos

. 4 IR
soluciones:  RZ?senq (1 =+ sen 7); ig <
La<m, tiene una sola solucién: Z2sena

(1+%en 5V, T.159. Desde ¢ (3 Y 2—4)

4]

hasta ~3—. 1.160. Desde 14 3+221 hasta 1.
1.164 2:ahe (Por un punto arbitrario

tomado en el interior del tridngulo tracemos
rectas paralelas a los lados del tridngulo. Sea
gue una de éstas separa de aquél un tridngulo
semejante al dado con la razén de semajanza A;
la segunda, con la razén de semejanza p
y la tercera, con la razén de semejanza vy.
Demuéstrese que At wnt+y—=2):

1.162. Rf—

I.163. Toinemos en la recta B4 un punto
1, de tal manera que | 4,5 | = | A,C |. Los
puntos A,, A, D y C se hallan en una circun-
ferencia (L DAC = 90°— £ ABC= 2 DAC).
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Por consiguiente, £ A AC = £ A,DC = 90°
y, por lo tanto, también £ BAC = 90°.

Li64 t.  L165. 2 4, 1.166. i—za

1.167 at+a | et 3b3 1168 atta(d—b)
- L] 4 i = - ﬂ-"'b“ LS

x Vbd. 1.169. 6. 1.170. 3.
1.171. Si Q}%S, enfonces la distancia

§:5 _ _
buscada serd '73( VS—V0) Pero si @<
<%S, son  posibles dos  respueslas:
1.5 — e
(V3£ V0.

E o qi
| 1—k? | _{15{50.2)
1

LA72. 82 S LT3,

(a®4-b%—c?)c
1474, —F—.

1.475. Supongamos que A y B son dos vér-
tices vecinos del rombo, M es el punto de
interseccion de las diagonales, 0, y O, son
cenlros de las circunferencias (O, on AM;
0,, en BM). Tenemwos: | AB |* = | AM |* +
T IBM 2= (104 [2— |OM %+
T (|OBIE— |04 1% = B + FF—
—(|OM |2+ | OM | =R+ 1 —
— @ Respueste: V R* + 12 — @%

§ 8R3r3
.76, T |
{477, [AB] =LY L2 4 Rty

sen o
dispuesto on el interior del angulo dado o
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Cas. Bt
del vertical a éste; |AB| =1 it —2abcosa

sen o
en los demas casos.
hohp 33
1.178. 2 arcsen g [.179. g

[.180. Puesto que ZF es perpendicular a
CO (O es ¢l punto de interseccion de las dia-
gonales) y del planteamiento se deduce que
AC es la bisectriz del angulo 4 igual a 60°,

|AE | = |AF | = | EF|. Si K es el pun-
to medio de £, entonces | A0 | = 2a 1 d

|CO|=al}§,|CK1-|0K|:43K|2:

: /3 .
= % | AK | % Respuesta: a23,; . y 2a?)/3.

LA81. 2 k. 1.182. Designemos / BAC =
s o . [ BM |41 MC|
Z BAM = ¢. Entonces 1AM I MDD =
o sen ¢ -sen {o — @)
= sen(BFa—q)tsen (Bq)y

- ﬁcaq(i—
el 1]}) sen o

= o % T sen (B a)tsenp
sen (ﬁ+§) cos(y-—q})
c
= a-b
I.183. Siempre existe una cuerda parale-
la a la base del triangulo, dividida por los la-
dos en tres partes iguales (.sm duda, 0 < a <<

< 2). Su longitud es m.

a << 1/ V2, existe una cuerda més no parale-

Ademas, si
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Ja a la base, que posec la misma propiedad.
La longitnd de esta cuerda es 3/ V9 — 2a%
1.184. Supongamos que BC y AC corlan AN

> 1
en Jos puntos /2 y (. Designemos: || ﬁ ﬁ: =
T \MP| _Sparc _ I MB|-1MC| _ 3z
Entonces PR S 18.;\" RN L
- . fEt . l.r."
Esto significa que |MP|=W. De manera
analoga, {MQ|= J_n,:_i . Para z obtenemos la
ix z 3z| ey = i ..
ecuaCion —— — g = a, daz?-+ (7Ta—1) 2

+4a=0. Puesto que D20y 0<Ta<{l, el
valor maximo de @ es igual a 7—4 V3.

1.185- De .I.a igualdad SA.BN — SCD:\I
se deduce que Sypy = Smen» puesto que
MN es la mediana de los tridangulos ABN
y CDM. Por consiguiente, BC || MN, de la
misma manera AD || MN, es decir, ABCD
es un trapecio, en el cual AD y BC son las ba-
ses, Respuestao: 5}:_2:1:2?'-3?‘“%_&).

1.186. Tenemos: |A4D (> DM | —
— | AM | = 2. Por oira parte |AD |

<] &-ﬁ% — 2. Por consiguiente, {4D | =

= 2, AD es la basc mayor y el punto_M
se halla en la recta AD. Respuesta: VT,

[.187. Supongamos que BD es la bisectriz
en el triangulo ABC, A; y €, sou lJos puntos
medios de BC y AB, | DA;| = {DC, |. Son
posibles dos casos: 1) £LBAD =+ LBCD y
2) L BAD -+ £LBC,D = 180°. En el primer
caso | AB | = | BC|. En el segundo caso
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hacemos girar el tridngulo AC,D alrededor
de D en el dngulo €,DA, de manera que C,
pase a 4,. Obtenemos el tridngulo con loslados
ba a-}-—c be = 3 -
o e T (a, bycsonlados del AABC),

semejante al tridngnlo ABC’. Por consiguiecn-
ha ¢1+e

te, a_l_c.a-—__ tb= -i-
+ ¢ = b}/ 2. Puesto que a 5% ¢, por io menos
una de las dos designaldades bs=a, b5%c
es cierta. Sea & s%¢, entonces, b 4+ ¢ =
= a)/2, b = a y obtenemos el triangulo con
los lados @, a, @ (}/2 — 1), que tiene la pro-
piedad dada. Asi pues, existen dos clases de
tridngulos que satisfacen las condiciones del
problema: tales son los tridngulos regulares y
los semejanles al tridngulo con los lados
1 12 —%;

1.188. Si a cs ¢l dngulo comprendido entre
los lados a y b, del enunciado se deduce:
a+bsenasCb+ asena, (¢ — b) (sen o —
—1)}>1, sen a > 1. De aqui a = 90°.
Respuesta: V a* 4 b°.

I.189. Demuséstrese que de todos los cua-
drilétevos circunscritos alrededor de la circun-
ferencia dada el 4rea menor la tiene el cuadra-
do. (Se pucde aprovechar, por ejemplo, la de-
sigualdad tg a + tgp=>=2 tg [(a -+ B)/2],
donde a, 8 son angulos agudos), Por otra parie,

Sapecp <+ (IMA |- 1 MB |+ |MB} X
X |MC|+ | MC|- | MD | + | MD | X
X |MA|) < T (I MA|*+ | MBI )+

: ¢, de donde a4
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4(I1IB|‘~'-IMC|’)+ (1 MC P

-r-IMDI)+—_-,!—{|MD| 4+ | M4 1Y) =

== 1, Por consiguiente, ABCD es un cuadrado
de drea 1.

1.190. Designemos: | BAM | = o, | DM | =
=y, |AM|=1 LAMB = ¢. Supon-
gamos que M s=e halla en el segmento
BD. Escribamos para los triangulos AMB y
AMD el teorema de los cosenos, eliminemos
cos ¢ y oblendremos: P (24 y)+zy (x4-y)=
= a’y -- d*x. De manera anéloga se obtiene
la velacion 2 (x + y) + 2y (¢ + y) = b% +
-+ %2, Asi pues, (@> — )y = (c2—d* a.

b

- J—
Respuesta: l_f:td_f

I.191. Si los vértices del rectangulo se
hallan en las circunferencias concéntricas (dos
opuestos estan en las circunferencias de radios

, v R, v los dos rost-ames, en las circunferen-
cias de radios R; y R,), deberd cumplirse la
igualdad: 1% - R = R? + R;. Demostré-
moslo. Sea 4 el centro do Jas cn*cunferencms
los vértices K y M del rectdngulo KLMN
s¢ hallan en las circunferencias de radios
R,y R, vlos L y N, en las circunferencias
de radios R, y R,. En los triangulos AKXM
vy ALN las medianas que parten del vérlice
A, son iguales; lo son también los lados KM
y LN. De esto se deduce la validez de nueslra
afirmacion.

Sea el segundo lado del rectangulo igual
a z, >1. Los radios R;, R,, Ry, R, en
cierto orden son iguales a los nlimeros 1, z,
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| z* & 1, %1:’.132 +- 1. Verificando las dife-
reales posibilidades de este orden, enconira-
mos: 2 =7, Ry=1, Ry=2V¥2 R=
= l;'.{.?d, [{4 - l/-?-

Examinemos el cuadrado K L, M;N,; con
2l lado y, cuyos vérlices se Lallan, respectiva-
menie, en las circunferencias de radios R, =
=4 By= VY2 Neg=2V2 Ro=1"T. Dox
signemos: ZAK,L; == @, entonces LAK N, =
= 90° =+ ¢ o bien ¢ = 90°. Escribiendo
el teorema de los cosenos para los tridngulos
AK L, vy AK,N,, obtenemos:

1422 —2xcosp=2, 2rcosp=ua~—1,
"y Erd =>" 5 u
14224 2rsenqp =7, + 2x sen @ =% — 6.

Elevando al cuadrade dos Gltimas igunaldades
y suméandolas, obtenemos: 2% — 1022 4+ 37 =0,

22 =354 % V' 36. Respuesta: V'5+2 )/ 26.

1.192. Primero, demostremos la afirma-
cion siguiente. Si las pevpendiculares traza-
das desde los punlos medios de 4B y BC,
cortan AC en los puntos M y ¥V de manera que
| MN§{=A}AC |, entonces tg A tg C =
=1—2A o hien €¢g 4 tg C =1 4 2.
Designemos: | AB | =¢, | BC | = a, | AC |=
= b. Si Jos segmentos de las perpendi-
culares lomados desde los puntos medios de

los lados hasta los puntos M y N no se inter-

secan,  enionces | MN | = b — S
Zeos 4

a
i Y 2 T Tt . o
JcosC =21 —RA)senB cos 4 cos C
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= (sen 2C + sen 24) = 2 (1 — ) x
X sen (A + C)cos 4 cos C = sen (4 +C) X
Xcos (A —C)=2 (1 — AcosAd cos C =
= cos A cos C -+ sen A sen C =
= ftgAcosC =1 —2A Pero si estos seg-
mentos se cortan, entonces (g A g C =1 +
+ 2A. En nuestro caso A= 1, es decir,
1gAtgC = —1 o hien tg A tg C = 3.
Para los angulos B y C obtenemos (A =
= 1/2Y1g Btg C = 0 (esto es imposible) o
tg B tg C = 2. El sistema

tlgl’l 1:g C= —-.'.,
tg Big C=2,
A+ B+ C=n

no tiene solucién. Por lo tanto g 4 1g C = 3.
Después de resolver un sistema correspondiente
hallamos tg 4 =3, t¢gB =2, tgC = 1.
Respuesta: w/4.

I1.193. Designaciones: R es ¢l radio de la
circunferencia circunscrita alrededor de ABC,
0, su centro, &, el punto de interscccién de
las medianas del ABCM. La perpendiculari-
dad de ON y CM equivale a la igualdad

ICN |2 — |MN |® = |CO|%2— | OM |2
Sea |AB|=1, |MBl=2, |[CM|=y,

entonces | MN | ¥ = + (2 + 22% — &?),
|CN |2 = & @p° + 2k — %), |CO | * =

=R, 1OM|[? = R cos? C + (x— _;_)2
Obtenemos para z la ecuacién: 2z* — 3z +

166



+ k% = (0. Respuesta: (si 1<Ch<Z if—,;—z,
ambos puntos se hatlan en el interior del seg-
mento AB).

[.194. Si O es el punto medio de AC, en-
tonces |AB | 2= |BO |* 4+ | A0 |® =
| BK % — | KO |2 4+ | 40 |*=
= |BK|®+ (|AO| —AK | ) (|401+
+ 1AK )= |BKPF+ |4K |- | CK | =
= b 4 bd. Respuesta: 1 b® 1- bd.

[.195. 1) Una qucbrada de tres eslabones
tiene longitud ignal al segmento que une sus
extremos. Esto es posible sélo cuando todos

sus vértices se hallan en este segmento.
2ab 2ab

e rs P avar
2) z, y, z son lados del triangulo, cuyas
alturas son iguales a a, 6 vy ¢; ademds, este
tridngulo no debe ser obtusingulo. Para en-
contrar z, ¥, z apvovechemos el hecho de que
el triaugulo, cuyos lados son inversamente
proporcionales a las alturas del dado. es se-

1
2$3y=

3= ]/"9—_81:‘3
A

bl

mejante al tridngulo dado. z = _:;_

z—~— dondes—-],/ (p-—-——)( 1))(

1 3 1 1
X (p— c—), ZF:"&"+T ?, E!l problema

: . z 1 1 |

tiene solucion, gi Es_“l__{;"_}c—%’ ?2——1—-"‘5;3"
1 1 1 i

F s T

3} En el sistema de coordenadas rectangu-
lares examinemos los puatos 4 (a, b),
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B (z, 0), C (0, y). Del sistema dado se deduce
que ABC es un tridngulo equildlero. Al girar
en un angulo de 60° alrededor de A en el sen-
tido correspondiente, el punto B pasa a C.
Se puede hallar la ecuacién de la recla, a la
cual pasard el cje z durante semejante givo.
(En particular, el coeficiente angular es igual
a+ V3.) Respuesta: z = —az by 3,y =
= —b+a) 3.

4) Si 2220, y>0, z22>0, entonces ur,
y, z son las distancias hasta Jos vértices del
tridngulo rectangulo ABC, en el cual los
catetos BC y CA son iguales a a y b, a partir
de tal punio M en su interior, desde el cual
todos sus lados se ven bajo el angulo de 120°.
Para determinar la suma x +y + 2z ha-
gamos girar el ACMA alrededor de C hacia el
exterior respecto al AABC a un angulo de
60°. Ademis, M v A pasardn a M, y A,.
Entonces, BMM A, es una recia y, por con-
siguiente, x +y + 2= [BM |+ |CM | +

4 [AM | = |BA, |=V & + b* + abV/3.

De manera anéloga se examinan los casos, en
que una de las variables es negaliva (como
regla, no puede ser negativa cualquiera de
éstas), etc.

Respuesta: =+ Va3+ b2+ ab V3.

1.196. Sea z la distancia desde cl centro
del cuadrado hasta la recta I; ¢, el angulo
agudo formado por una de las diagonales del
cuadceado v [I. Las distancias desde los vérti-
ces del cuadrado hasta I en orden del recorrido

5 - f‘:} o
son iguales a ¥ --a '.) sengp, r-4a —l.)—é cos (1,
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r—a ]'22 oS8 rp[. Segan

1'22 serl([:-|1

" a?
el enunciado, lxz—-— =B sen? g | =

r—da

x%— 3;— cos2 I
de donde tgZ2¢p =1, lo que es imposible segin
el enunciado, o bien a?=a?4. Respues-
ta: al2.

[1.197. Del planteamiento 28 = 2 £C
se deduce la relacion entre log lados del trian-
gulo: 5* = ¢? + ac. Analizando por turno to-
das las variantes posibles: b = 2¢, ¢ = 2¢,
b = 2a, a = 2b, obtenemos que a =2¢, puecs-
to que en otros casos no se cuinplira la de-
gignaldad del tridngulo. Respuesta: /.C =
= n/6, /B = nf3, ZA = xnl2.

1.198. Sea D el punto medw de BC. Te-
nemos: b2—-}BM|2—-(|BD| } DN }) x
X(IBD]—lDN J = Bl %
— {ON| *? | A 'Z—IA1312—
— DN |* = (a +b) e | ] 2
-~ DN )% De aqui (AN |2 = JAD |? +
+ IDN |2 =(a+ B)? — b® = a® + 2ab.
Respuesta: V a* + 2ab.

1.199. En BC tomemos un punto A de tal
manera que el A ABN sea semejante al
AADL. Entonces, /NMA = LZMAK <
+ L KAD = / MAB 4+ /DAL = /. MAN.
Por  counsiguiente, |MN | =1 AN | =

=k | AL | . Respuesta: ;—j + b.

1.200. 2} pq.

1.201. a) -% V (R &) (R 2 ), «+ » corres-
ponde a la langencia exterior de las circun-

[
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ferencias, «—» corresponde a la interior;
b) =V (BR+2) (R—p.

[.202, Sca |AM |: | MC | =k ILa con-
dicién do igualdad de los radios de las circun-
ferencias inscritas en los tridngulos ABM
y BCM significa que sus 4reas se relacionan
como perimetros. De aqui, puesto que la rela-
cion de las 4reas es igual a k%, obtenemos
| BM | = 1—3;‘_;;2 De esta igualdad, en
particular, se deduce que 12/43 << k << 1.
Escribiendo para los tridngulos ABM vy
BCM los teoremas de los cosenos (respeclto a
los angulos BMA y BMC) y eliminando de
estas ecuaciones los coscnos de los angulos,
obtenemos para k la ecuacion cuadratica con
las raiceg 2/3 y 22/23. Tomando ep considera-
cién las limitaciones para k, obtenemos la
respuesta: k& = 22/23.

1.203. Supongamos que ABC es el triangu-
lo dado, O, K, H son, respeciivamente, el
centro de la circunferencia circunscrita, el
incentro de la circunferencia inscrita y el pun-
to de interseccion de las alturas del AABC.
Hagamos uso del hecho siguiente: para un
triangulo arbitrario la bisectriz de cualquiera
de sus angulog forina dngules iguales con el
radio de la circunferencia circunscrita y la
altura que parte del mismo vértice (demués-
trese). Del hecho de que la circunferencia que
pasa por O, K y H, contliene, por lo menos, un
vértice del AABC (sea el vértice 4), se deduce
que |OK | = | KII|. El punto K se halla
en ¢l interior por lo menos de uno de los trian-
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gulos: OBH, OCH. Sea que se halla el AOBH.
El dngulo B no puede ser obtuso. En los trian-
gulos OBK y HBK tenemos: |OK | =

= | HK |, KB es el lado coman, LOBK =
= / HBK. Por lo Lanto, AOBK = AHBK,
de ser lo contrario, £ZBOK - L BIIK =
= 180° lo que no pnede ser (K se encuentra
en el interior del AQOBH). Por consiguiente,
}BH | = | BO | = R. La distancia desde O

hasta AC cs igual a -;— | BH | = % (problema
1.20), es deciv, £B = 60° (£ B es agudo),
| AC | = RV 3. Si ahora 4,, B, y C, son
los puntos de tangencia de la circunferencia
inscrita con los lados BC, CA y AB, entonces
|BA, |=| BC , | = rV3, | CA |+
A [ACy | = |CB; |+ Bid | = |AC | =
= R}73. El perimetro del tridngulo es igual
a 2V'3 (R + r). Ahora os facil encontrar su
dvca. Respuesta: V' 3 (R + r)r.

1.204. Sea P la proyeccion de M en AD,
|AP|=a 4-2. Entonces {PB]=a—z, ]MPI_

=y=Va* -2, |AN| = (a+ 2) .__“.lf_?

e eV 24y
NBl=2a4—(ad-z f‘_l-“ a],’2(a z-+y) 2)
I I (-'l )aVZ-{: '11*"+y )
[AL| = £ 2(?-_!_—x+“/2) . De aqui
al 2+
|AL|2 4 |NB|2—_,_13.’_2 s
{a) 24y

X (@242 1/2ay-]-2‘;2+3;2)=
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::W%%—W (> + 2 V2ay + 212 +
+ (% — y?)) = 4a?.

I.205. Supongamos que el lado = del tri-
angulo y los lados ¢quoe parten del punto co-
min de lag circunferencias, forman con la
recta que pasa por los cenirog, los angulos

a v P ad-f = 60°, entonces cos oc=-%?-,

I '
0055=-9—r- (o viceversa). Encontrando sen o

vy sen B de la ecuacién cos (o = ﬁ):%, oh-

tenemos que el lado del triangulo regular es
Rr ]-"E
VRE{A—Rr°
I.206, Tracemos la recta BA y designemos
con D el segundo punto de interseccion con la
circunferencia menor. Examinemos los arcos
AB y AD (menores que la semicircunferencia),
Puesto que la tangente comtin a las circunfe-
rencias en el punto 4 forma con AB y AD
angulos iguales, entonces también los angulos
cenlrales que corresponden a eslos arcos, son
iguales.

igual a

Por consiguiente, llg-g-:— = -;— , |AD|=a _;F' :
. VIBDT B =1/ EET
\BC = VBD[-1BA|=a )/ T,

1.207. Designaciones: ), O, y O son cen-
tros de lascircunferencias (las primeras dos son
tangentes a AB), x, y y R son, respectiva-
mente, sus radios. Las tangentes comunes a
las circunferencias Oy, vy 0,, O, v 0, 0, y O
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son iguales, respectivamente, a 21/ xy, 2}” Rz,
21V Ry. Segin e¢) enunciado 21/ xy = a. Exa-
minemos el triangulo rectingnlo O,M0, con c]
angulo recto en el vértice M; O,M || BC,
|00, | = x +_y,_| 0,M _|_—_- 2R — (z + y),
| OM | = | 2V Rx — 2V Ry | (O, M cs ignal a
la diferencia enfre las tangentes comunes a
las circunferencias con los centros O, 0O, y
Q, O;). Ast pues, (2 + y)* = R — z —
— ¥)? — QV Bz — 2V Ry)®, do donde 2 =
=2 Vzy = a.

[.208. Notemos que 0,0,0,0, es un para-
lelogramo con dngulos o y n — a (0,0, L
1 ACy 0,0;|| AC, por lo tanto 0,0, |
| ©,03}, ete.). Si K es el punto medio de AM,

es el punto medio de MC, entonces

— XKLl _ 14C] o

[050,] = son = 5 o De manera aniloga
D . -

10,04 == Toome > Por consiguiente, So0,040, =

|AC[-|BD|seno _ Sapco '

B 4 sen? o = Zsentq ° fles puesta:

2 sen?aq.

1.209. Las bisectrices del paralelogramo, al
intersecarse, forman un rectdngulo, cuyas dia-
gonales son paralelas a los lados del parale-
logramo e iguales a la diferencia de los lados
del paralelogramo. Por consiguiente, si «
v & son los lados del paralelogramo v o es el
angulo entre cllos, entonces S = ab sen «,

Q= _;.. (@ —d)2sen a, e Y Respuesiu:
S+0+1707+208

Q  @=0F-
S

1.210. Designemos con z el area del tridn-
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aulo OMN, con y, el (lol triangulo CMAN;

2 1{}1«-' T -3 51S3
ent;);l!cas AT = ?S.ST‘_—: k., -t
[AM]  Si+«x 18y . .
T = y‘ T . El drea huscada

5153('51'1"‘52)(53'!'52)
S5 (83— 8183 '

1.211, Supongamos gue en el tridngulo ABC
el anguio C es recto; A7, el punto de inter-
seccion de las medianas; O. el iucentro de la
circunferencia inserita; r, su radio; ZB=g;

enfonces [AB|=r {ctg > - L clg ( n %_)):

= i , |CM| =+ |4B],
3en %—Si‘l] {—g-——g—}

[CO|=r V2, |OM|=r. ,400M=a-—'}.

Escribiendo el teorema de los cosenos para

A COM, obtenemos 1 = 2+

es ignal a

92— 27
it e Hndle :z:-—.cos(-f——*oc), de
8(2r~/2) t
’f'_n— .,-':-
donde z = ,f‘._L_‘L()_3_1_%_ Respuesta: —2‘—;1-_
41V 6—8712
-+ arccos —J bﬁal £

I.212, Sean iguales a a los segmoentos de
una mediana. Designemos por z el menor de
los segmentos, en Jos cuales el punto de tan-
gencia parte el lado que corresponde a la me-
diana. Ahora, todos los lados del tridngulo
pueden expresarse a través de a y x. Loslados

que comprenden la mediana, son a}/2 + &,
3alV/ 2 + x y el tercer lado es 24V 2 + 2z

174



Empleando 1a Formula de longitud de la
mediana {problema 1.11), oblencmos 9a¢° =

= % [2@V2 + o) 4+ 2 (3a}'2 + 2?2 —

— (e}’ 2 = 22)*], de donde x - al 2/4. Res-
puesta: 10 : 5 : 13.

I.213.  Supongamios que | BC | = a,
C> /B, Dy E son log puntos medios de
AB y AC. El cuadrilitero EMDN es inscrito
(puesto que LMEN = LMDN = 90°),

| MN | = a, | ED | = al2, MN es el dia-

metro de la circunferencia circunscrita alre-
dedor de M END. Por consiguiente, L DME =
= 30°, LCAB = 90° — LEMD = 60°,
LCBA = LEDN = LEMN = LEMD/2 =
= 15", £ ACB = 105°. Respuesta: £ A =
=00° LB =19, £C =105° o Dbien
. A =8, Zit = 105°% € =4b%

1.214. Designemos con K y M, respectiva-
meunte, los puntos de interseccién de la recta
EF con AD y BC. Sea que M se halia en la
prolongacién de BC méas alla del punto 2.
Si|AD | = 3a, | BC | = a, de la somejanza
de los tlridngulos correspondientes se deduce
que | DK |=| 4D |=3a, | MB|= | BC |=
= a (fig. 1, a).

Ademds, |ME|= |EF|=|FK{, si hes la
altura del trapecio, la distancia desde £ hasta

1 ah i
=?SEJH\’ =—4“= TS-

Pero si la recta EF corta Ia base BC en el
punto M, IB.-“li’|=%a (fig. 1, b). En este
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R 5 6 i i
caso% -;2;?; = ¥ Ia distancia desde

E hasta AD es igual a —-g—- h, de modo que

Fig. 1

1 i 6 9

puesta: %S o bien %S.

I.215. Sea O el incentro de la circunferen-
cia inscrita; M, el punto medio de BC; K,
L, N, los puntos de tangencia de la circun-
ferencia inserita a los lados AC, AB y BC

del tridngulo. Designemos: |AK|=|AL|==z,
ICK}=|CN|=y, |BL{=1|BN|=2z, y+z=a.

Segtin el planteamiento, [O!’lﬂ:%ur. Por
eongiguiente, | NV | = 1—'f|0=’1‘r|2 — [ON 2=
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-

=/ — —ar y uao de los seginentos, ¥ o =,
a* .
es igual a - l/ ~~ —ar, mientras que el

otro, a -?-;- /T—ar. Igualemos las expre-
siones para el drea del tridngulo segiin las
formulas de Herén y S = pr: (e +y+ 2) xyz=
=@+ yt)r=>zrar=(r+fa)ri=z= afr .
De esta manera. el &drea buscada es igual a

ar
( a—r 83 a) a—r '
1.216. Demostremos que si C; y C, (fig. 2)
se encuentran a otro lado de BC, que el vér-

Fig. 2

tice A, entonces el centro de 1a circunferencia
circunscrita alrededor del ACC,C, se sitia
en el punto O en ol lado AB; ademds, | BO | =

= S |AB|. Al trazar la altura CM desde

el vértice ', obtenemos que BC,CM cs el rec-
tangulo. Por lo tanto, la perpendicular le-
vantada del punte medio de CC, pasa por O.
Teniendo en cuenta que C,C,||BD ¥
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i CCy | = —f; | BD |, oblenemos que la per-
pendicular trazada por el punto medio de C,C,
también pasa por 0. Ahora encontramos facil-
mente el radio buscado: éste es igual a

— o s 5a% 2 -z
VICMES |MO* =)/ A= V18

1.217. Examinense dos casos: 1) cuando
los pies de las perpendiculares se hallan en los
lados del paralelogramo y 2) cuando una de
las perpendiculares no corta el lado, sobre el
cual ésta estd bajada. En el 17 caso llegamos a
una contradiccion y en el 2° obtenemos que

i dond ¢ el angulo agudo
CO8 ¢4 == W, onde o es i3} ag

del paralelogramo dado.

1.218. Al expresar el dngulo PQN a tra-
vés de los angulos del {ridngulo, y teniendo
en cuenta que ZPMN 4 £LPQN = 180°, ha-
llamos: / PMN == 60°; de aqui LNPQ =
= /QMN = 30°, LPNQ = LPMQ = 30,
es decir, APQN es isosceles con los angulos
adjuntos al lado PN iguales a 30°, | PQ | =
= |ON | =1/} 3.

1.219. Del planteamiento se deduce que
ABCD es un irapecio, BC }| AD, AC es la
bisectriz del 4ngule BAD; por lo tanto
} AB | = } BC |, de manera analoga | BC | =
=1CD|. Sea «que |AB|= | BC |=
= |CD | =ga, |AD | = b. La distancia en-
tre log puntos medios de las diagonales es 2r,
por consiguiente, E,:_i‘ = 2r. Tracemos la al-

tura BM desde el pll;l lo B sobre AD y oblen-
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dremos que |AM | = h;a =2r. | BM | =
=2r. Por consiguiente, a = | 4B |=2r )/ 2,
b = 4r |- 2r)/ 2. Respuesta: 4r* (V2 4 1).
1.220. Designemos los_édngulos 4, B y
C con o, B y y, respectivamente. Sea H el
punto de interseccién de las alturas, O, cl
centro de la circunferencia que pasa
por 4, H y (C. Entonces, L HOC =
= 2 LHAC = 2 (90° — %), ZLHOA =
= 2/ HCA = 2 (90° — a). Pero L40C =
= 180° — B, (puesto yue BAOC es -inscrito),
2(90° — p) 4 2(90° — @) = 180° — B, 360° —
—20 — 2y = 180° — f, 28 = 180° — B, § =
=60°, |AC|= 2Rsenfp = V3.
|4M |

1.221. Al {lﬂSlgﬂal'Tla relacién WZK

tendremos: Syop= ==, Sepy =210, Syeop=

= AS¢ppi por consiguiente, (I'/Q) =23, S, z0=
jAC) | BC| (A +1)?2 ( 7 ):

ey, e Serw ="y + M

= LD (74 220) = (4 1 @ (P4 Q.
I.222. Si O es el centro de la circunferencia,

el drea del A OMN es veces superior

al 4rea del A KMN. Si y MON —a, enton-
2

R a 2a8
Ces ——sena = ——=§, sent o= ek
| MN | = 2R sen -%— =R V1 —cos =
i
e 5 4{!25‘2 ) ‘
— R " 1_—]: 1/1—W:E)—§-. ]1:[ pfoble-
ma tiene solucién, si SQ—EB(;&———'—R}—.
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(.223. Si £ BAC =z BCA=20. entonces,

segup el (eorema de los senos enconiramos:

A e 2m sen 2u AF |AE| 2m sen 20
I 1 . 3 2 | | = L # -
sen 3 ¢05 ¢ sen 3¢ cosa
L}

2
De esta manera ——m= ﬁ%, de donde
7 m? ) 1t

1.224. Los puntos C, M, D y L se hallan
en una circunferencia, por consiguiente,
/L CML = £CDL = 30° Dec la misma manera
L CMEK = 30°; asi, pues £ZLMK = 60° y
ALMEK es regular, | KL | = 2/} 5. Segin el
teorema de Jos cosenos encontramos que
cos /. LCK = —3/5. Puesto que £ DCB =

= / LCK — 120°, cntonces | DB | = 2—_]/!%:9’—.
1.225. Sea A el punto de interseccion de
las rectas BC v KM. El cuadriladtero ONBC
es inscrite ( £LOCB = LONB = 90°), por
consiguiente /. OBC = LONC = /2. Tam-
bién es inscrito el cuadrilatero CMAO y
/. CAOQ = £LCMO = al2, es decir, ¢l AOAB
es isosceles. Asi, pues {CB| = |AC | =

=10 fotg% =1/ R* + b — 2Rb cos oteF.

1.226, Los puntos E, M, B y Q (fig. 3)
se hallan em una circunferencia con didmetro
BE y los puntos E, P, D y N, en la circunfe-
rencia con diametro ED. Por ende, ZLEMQ =

= L EBQ = 180° — L EDC = LEDN =
-« L EPN; en forma andloga, £ EQM =
= LENP, es decir, el AEM( es semejante
al AEPN con la razon de semejanza | k.
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(Para que la solucién sea completa hace falia
examinar Lambién otros casos de disposicion

de los puntos.) Respuesta: 41 k.

M

,,,,, AN

o

[y 73
s

MERA
0\\_ e '/B !V

Fig. 3

1.227. Al prolongar los lados no paralelos
del trapecio hasta la inlersecciéon, obtenemos
tres tridingulos semejantes; ademds, la razin
de semejanza entre log tridngulos medio y
mayor y entre el menor y el medio es la misma.
Designemos esta razon con A, la base mayor,
con z, el radio de la circunferencia mayor, con
R. Entonces, los segmentos paralelos a la
base mayor seran iguales, respectivamente, a
Az y A%z; cl lado mayor del trapecio inferior,

a 2RZ; ol segondo radio, a AR. Por lo tanto,
R, 1At = -3- Segin la propiedad del cua-
drilatero circnnscrito, x4 txr — 2R -+ 2:‘?.;. g
por [in, bajando de un extremo de la base me-
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nor de todo el trapecio la perpendicular sobre

la base mayor, oblenemos un triangulo rec-

tangulo con los catetos ¢, £ — A%z y la hipo-

ienusa d. De esta manera, tenemos el sistema
td

z(1+2)=2R—"1=,

z(1—2)=V&E=¢,
R(14-24)=¢/2,

d—YTE—c°
de donde A= b E

Respuesta: las
bases son iguales a

d— 1 d?—c2 2 d4 ) d*—c
¢ ¢ ¢ ;

1.228. Desde los centros de las circunferen-
cias bajemos las perpendiculares sobre uno
de los lados y tracemos por el centro de la cir-
cunferencia menor laf recta, paralela a este
Jado. Se obliene un triangulo rectangulo con
la hipotenusa R - r, un cateto R —r y el
angulo agudo adyacente a este cateto o que
es igual al dngulo agudo adyacente a la base
del trapecio.

R—r

R+r Al
es igual a 2Rctg 2 =2R )/ 2. La base

De esta manera, cos o= . La base mayor

menor es igual a 2r lg%z?,r ]/%

[.229. En el lado AB tomemos el punto
K de manera gque {BK |= |BD |, y en la
prolongacion de AC, cl punlo £ de tal manera,
que | CE | = | CD |. Demostrecmos que el
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AADK es semejante al AADE. 81 A, B y
C son las magnitudes de los angulos del
AABC, entonces LDKA =180° — L DKB =
= 1480° — (90° — 2 B/2) = 90° 4+ 4L B/2,
LADE = 180° — LCED — /£ A4]2 = 180°—
— 3 (L4 4+ £C)=90° + LBf2. Por en-
de, LAKD = LADE. Ademés, segun el
planteamiento, L DAL = L DAK. Respuesta:
V ab.

I.230. En las designaciones del problema
anterior

VAD |? = (|AC |+ 1CD|) (148 | —
—|8D|)=]4C |- 14B|— |CD | X
X |BD |+ (|AB|-1CD|—|AC | X
X | BD |).

Pero el sumando comprendido entve parénte-
sis es igual a cero, puesto que (véase el proble-
ma I.g)IABI - t BD |
| AC | | CDY
1.231. Prolongamos BN vy CN hasta que se
interseque por segunda vez con la segunda cir-
cunferencia en los puntos K y I, respectiva-
mente; | MN | = | NK |, porque LANB =
= 90° MK es la cuerda de la circunferencia
con el cultro en 4. Puesto que los arcos corres-
pondientes son iguales, entonces ZLLNK =
= £LBNC = £ BND. Dec esta mancra

|LN | = | ND | = b,
|IMN|. |NE|=|MN|®=ab,
| MN | = V db.
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1.232. Notemos que PQ | CD. Sea T
el punto de interseccion de MN y PQ; L y
K son los pies de las perpendiculares bajadas
desde C' y B sobre la recta MN(L y K se hallan
en las circunferencias construidas sobre CN
¥y BM como sobre didmetros). Empleando las
propiedades de las cuerdas que se intersecan
en las circunferencias, obtenemos |P7T | X

X1TQ| = |NT . |LT |, | PT | X
X|TQ|=|MF | .1 TK |. Pero
VLT )= |CD |, |TK 1= |DB| (ya que
CLKB es un rectangulo y PQ | CB). De esta
manera, | N7 | - |CD = |MT |- DB |,
| M7T | _ 1CD|

871 — (DB ® decir, la recta PQ divide
CB y MN en una misma razon, Inego, PQ
pasa por 4, v D es la base de la altura. Res-
puesta: | BD |: |DC | =1:V3.

1.233. Sea /. BOC = 20.; £ BOL = 2.
Entonces |[AC | = 2R cos a, {CL | =

=2R sen (a + P}, | CM|= | CL |x
Xcos (90° — B) = 2R sen (a + P) sen B,
|AM | = |AC | — | CM | = 2R (cos o —

— sen (@ + P) sen i) = 2R cos B cos (o +
+P) vy, por fin, | AN} = a=| AM |cos o =
= 2R cos @ cos P cos (¢ + B). Por otro la-
do, si K, P y  son los puntos medios de
AQ, CO y CL, respectivamente, entonces
|KP|=$,—|ACI = R «cos a. Luego

-

| PQ | = RI2, <KPQ = /KPO i
- LOPQ = o + 180° — 2001, = 180° —
— a — 2f y, segun el teorema de los cosenos,
| KO | ¢ = % L+ R? cos o + R% cos a X
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Xcos (@ + 20) = % + 2B% cos a cos P X
X cos (@ -+ B) = —T— + Ra. Respuesta:

BN
[.234. De la semejanza de los tridngulos
MAB y MBC se deduce que

\MA\ _ |MA| MB{ _ |BA* _ .,

IMCl — \MB| ~T|MC| {BC|®

_1-2!15. Del problema 1.234 se deduce que
|AM|*  AC] |AN|2 |4D]| 8 R o

[MBIZ ~ |BC| ® |NB|E ~ |BD|

el punto de interseccion de MN y AB, en-

tonces JAKL _ Samn _ 1AM|-|AN| sen 2 MAN _
|KB|  Spuyn  |MB|-[NB|sen L MBN

” |ACY  JAD] ap

—]/ [BCT " 1BD| _]/ (e—1)(B—1) °
1.236. Sean X, L, M y N los puntos de

tangencia de los lados AB, BC, €D y DA

a la circunferencia. Designemos con £ el punio

de interseceion de AC y KM. Si £ AKM =

=, entonces £ KMC=180°— ¢. Por ende,

%lAKJ | KM| sen @

4P|  Saxar

IPCL Skwe L\ gar).1me) sen (180°— )

2

=——1Iﬁ‘4;él} =%, Pero en la misma razon la
recta NL también dividira AC. Por conse-
cuencia, las rectas AC, KM y NI concurren
en wn punto. Empleando los mismos razona-
mientos al caso de la diagonal BD, obienemos
que RBRD también pasa por el punto P. La
relacion huscada es igual a a/b.
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1.237. Sean P y Q los puntos de intersec-
cion de BK y AC, de AB y DC, respectiva-
mente. La recta QP corta AD en el punte A,
BC, en el punto N. Aprovechando la seme-

janza de los tridngulos correspondientes,

. lAMI _ BN _ MKl
eserihamos a” = e = R =

|AK||A_W!1AMl .31 AWM | =z |4D|, entonces
(AM|  JAM]  _ « & bz
DT~ A —|aW] =22 I—x " & 1§

L = X ;II " . 1 -

de donde “r___l—i—i . Respuesta: G el Si

1 |
b= —, entonces |AM| v |AD). De esla

manera, adoptando primero que X coincide
con O (A = 1), obtenemos en calidad de M,
el punto medio de 4B; adoptando que X
coincide con M, encontramos que M, se-
para 1/3 parte de AD, etc.

-1.238. Sea | KM | = | KN | = &,
{AD | =y, |DB | = z. Enlonces | CD | =
= V' yz, y 4+ z = ¢. El radio de la circunfe-

i) " ’ 1
rencia inscrita en A4 KB esigual a 7 | Ch | =

= %—}”y_z. Expresemos el area del triangulo
AKB segun las [érmulas de Llerén y § — pr.
Obtenemos la ecuacion V (z - y + 2) ayz =
=(x 4+ y F z)% V yz. Tomando en consi-

deracién que y - z = ¢, hallamos z = ¢/3.
1.239. Tracemos por 4, una recta paralela
a AC. Sea R el punto de interseceion de esta

. [AR| _ |Bydy| _ 1
recta con AB. Como o
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| AC | |4R] &

| CaB TAB [ (k 4-1)*
De la misma wanera, trazando por €, una
recta paralela a AC hasta la interseccion con

=%, encontraremos

BC en el punto S, obtenemos que -—l-—%z
— k ) e ) ") ¥ r
=GID Por eso, los puntos R, A,, €, y

S se hallan en una recta paralela a AC. Por
tanto, log lados de los A ABC y A A,BC,
son, respeclivamente, paralelos. Ahora no es
dificil obtener que {A4,C,|={RS|— |R4,]—
OS] = 1AC {1--(———kf;)g ), por eso la ra-
k2 fo-j-1
k+12
1.240. 1lagamos uso de la formula siguiente
para el area del triangulo: S=2R* sen A X
X sen B sen C, donde 4, B y € son los dngulos
del tridngulo. Entonces, el drca del triangulo
AB,Cy, donde A,, B; y C; son los puntos de
interseccion de las bisectrices del AABC
con la circunferencia circunscrita, sera igual a

zon de semejanza es igual a

S =2R2sen A;,‘"B X sen Bécsen 042”4 =
C A B s A

m9 ' EEE y — — — ——
2R cos 5 X €05 5 €08 & ¥ ¢ 8 sen 5

B B ;
se1l 5 SeN % Por otra parte, [BC| =2R sen A,
B

r (ct.g 5 +c£g-—.-z€ ) =2Rsen A, r =48R sen —‘.}
B ¢ S 2

son —= X sen - De esta manera, S gk

[.241. Supongamos que O es cl centro de
gemejanza de los tridngulos inscrito y circuns-
erite, M, y M, son dos vértices homologos
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(M, se halla en ¢l lado AB), el segmento OA
corta el tridngulo inscrito en el punto
K. Euntonces Somr=A2rS;, Soaa=ArS,,

Sont,a | OM, | &
Soa,4 =Tom,| — 5 ' de donde
T Q. S
Soa,a = A 1_.fSi82 . donde A= _{_’%ﬁ‘_ .
1

Después de examinar seis (ridngulog simila-
res y sumar sus areas, obtenomos: §,p.=
= V8,8,

[.242, Sea O el centro del circulo circunscri-
to; #, el punto de interseccién de las alturas
del AABC. Pucsto que la recta OH es per-
pendicular a la bisectriz del Angulo 4, ella
corta los lados AB y AC en los puntos K y
M tales, que | AK | = |JAM | . Por tanto,
LAOB = 2 £ C (supongamos que el dngulo €
es agudo); LZOAK = 90° — £/ C = LHAM.
Por consecuencia, AOAK = AHAM y
|OA | = | HA | = R (R es el radio del ciz-
culo circunsecrito). Si D cs el pie de la per-
pendicular bajada desde O sobre BC, enton-
ces |OD | = |4H |/2 = R/2. Por consi-
guiente, cos 4 = cos LDOC =1/2, £ 4 =
= 60°.

1.243. Demuésirese que el tridngulo serd
acutangulo, rectdngulo u obtusingulo, si la
distancia entre el centro de la circunferencia
circnnserita y el puntojde interseccién de las
alturas serd menor, igual o mayor, respectiva-
mente, que la mitad del lado mayor. Res-
puesta: 90°, 60° y 30°.

1.244. La coodicién de que Sppunay =
= Sapex significa que |BD |« | BM | =
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= |BK .| BC/|, es decir,

(1BA|+1AC )| BM =1} BK |- |BC|
1)

Tracemos por M la recla paralela a AC;

sea L el punlo de interseccion de esta recta con

BA. Demostremos que | LM | = | KL | de
aqui se (lo(hlce que el angulo buscado

4 BEKM = - £ BAC = 2 . Puesto que
A BLM y ABAC son semejantes, LM =

| BM | | BM )

=TBC] -|AC|, |BL|=—-%+— TBCT -{AB|. Ahora,
haciendo wso de (1), encontremos |BK]|
y calculemos: |KL| = |BK|— |BL| =
1 BA|4| AC) __|BM| |BM1
— VB | - | BM | _l B IAR| = X

X 14C|, de donde |LM|=\|KL|.

1.245. Sea que |AD|=a; |BC|=5h. Baje-
mos desde O la perpendicular OK sobre AB

Aliora  enconfremos: |BK|= V ab ——

reoa
|BE| = Vab —— | MK|= L2 Yeb_ vap bb—l—a
= VB gy |BKI = 1BE| + |BK| -
= V& =T b)H_b) (OK) =" Es facil

comprobar que |[OK{>={EK|- |M K | Respuesia:
90°

[.246. Notemos ¢ue los puntos 4, M, N
vy O se hallan en una circunferencia (fig. 4).
Por consiguiente, ZNMO = L OAN = 90° —
— £ AON. Por lo tanlo, al girar 04 alrede-
dor de O en dngulo @, la recta NM girarden el
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mismo angulo ¢ (en otro sentido) y al despla-
zar A por la recta OA4, la recta NI se mueve
paralelamente a si misma. De aqui se deduce
que el dngulo buscado es ignal a o.

Fig. 4

1.247. Si O, es el centro de la circunferen-
cia menor v £ BOA=¢, entonces /. BAO =

=90°— %, £LCOA=90"+9, £CAO=

:45"-—%. De esla manera, /£ BAC=
=/ BAO — £ CAO, = 45°.

1.248. Construyamos sohre 458, en el in-
tertor del cuadrado, el rectdngulo regular
ABK. Entonces Z KAB = 60°, L KCD = 15°,
es decir, K coincide con M. Respuesta: 30°.

1.249. Sca M, simétrico a M respecto a
BC. CB es la bisectriz del angulo MCM,.
Del hecho de que £M,C4 = 60°y | AC | =

= 1\ cam, | se deduce que ZMAC = 90%
entonces 4B es la bisectriz del dngule M,AC;
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ademads, CB es la bisectriz del dngulo A,CM,
es decir, B cs equidistanle de las rectas Af,C
y M,A y se halla en la bisectriz del angulo
adyacente al angulo 4 3/,C. Conque, L BMC =
= L BM,C = 15° Respuesta: 75°

1.250. Si /. BAC = 2a, entonces facil-
mente  cncontraremos  que LKMC =
= LMKC = 30°  a, es decir, |MC | =
= | KC {. Prolonguemos MK hasta que se
interseque con la circunferencia en el punto
Ny AKMC ¢s semejante a AKAN, por con-
siguiente, | AN | = | KN | = R, o sca, al
radio de la circunferencia (ya que LAMN =
= 30°). Los puntos A, K y O se hallan en la
circunferencia con el centro en N, LZANO =
= 60°, por lo tanto, LAKO = 30° 6 150°,
segiin que el dngulo A MC sea obtuso o agudo,
Respuesta: 30° & 150°.

1.251. a) Tracemos la bisectriz del dngulo
A v prolonguemos BM hasta que inlerseque a

T ﬁ

o
§

Fig, 5

ésta en el punto N (fig. 5). Puesio que
| BN | = | NC |, entonces £LBNC = 1207,
por consiguiente, también los dngulos BNA,
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CNA también tienen 120° cada uno, L NCA =
= LNCM=20° es decir, ANMC = ANCA,
|MC | = | AC |} Consiguientemente,
AAMC os isosceles vy LAMC = T0°
b) Los puntos M, P, 4 y C se hallan en una
circunferencia (M del punto anterior a)).
£LPAC = LPMC = 40°,
1.252. Describamos alrededor del AMCH
una circunferencia (fig. 6) y prolonguemos BN

5

Fig. 6 Fig. 7

hasta que se interseque con ésta en el punto
My |CM,|=}CM |, puesto que los an-
gulos que se apoyan sobre éstas en suma dan
180° (80° y 100°); £ M,CM = L M,BM = 20°,
os decir, NC os la bisectriz del dngulo M, CM
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Yy AMCN=ANCM, LNMC=4LNM,C=
= /L CMB = 25°,

£.253. En 8C tomemos el punto & (fig. 7)
de tal manera que L. KAC = 60°, MK 1| AC.

Iig. 8

Sea L el punto de interseccion de AK y de
MC; AALC es regnlar, AANC es isOsceles
(calciilense los angulos). Luego ALNC lo es
también, £ LCN = 20°. Ahora encontremos
los angulos NLM y MKN, cada uno de los
cuales tiene 100°; ya que AMKL es regular,
los dngulos KLN y NKL tienen 40° cadauno,
es decir, | KN |=|LN |y AMEKN =
= AMLN, ZNML = /ZKMN = 30°.
I.254. Tormemos el punto K (fig. 8 de
manera que /KBC =/ KCB = 30° y de-
signemos con L el punto de interseccién de las
rectas MC y BK. Puesto que ABNC es isds-
celes (LNBC = ZNCB = 50°), ZEKNC =
= 40°. L es el punte de interseccion de las
bisectrices de (ridngulo NKC (LK y LC son
las bisectrices). Por consiguiente, NL también
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es la bisectriz del dngwlo KNC y LLNB =
= 60°; BN, en su lugar, ¢s la biscctriz del an-
gulo MBL; ademis BN_ ML; por lo tanto,

Fig. 9

BN divide ML por la mitad v L MNB =
= ZLBNL =60° y LNMC = 30°.

1.255. Sea O el incentro de la circunferen-
cia inscrita; los puntos C, O, K v M se hallan
en una circunferencia (L COK = /L A/2 +

+ £C)2 =90°— /B2 =/LKMB =

= 180° — L KMC; pero, si el punto K esté
situado en la prolongacién de NM, entonces
LLCOK = LZCMK). De esta manera,
LOKC = LOMC = 90°.

1.256. Si P se halla en el arco 4B; Q, en
el arco AC, designando el dngulo PAB por
¢ v el angulo QAC con 4, obtenemos dos rela-
ciones:

{sen2 (C— @)= sen @ sen (B C— ),
sen? (B — ) — sen psen (B4 C —1).
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Escribamos la diferencia de estas igualdades;
después de las transformaciones obtenemos:
sen (B+4+C —¢—11%) sen [(B-—C)+
+o—yl= sen (B+C—g—u)x
sen (9 —1p), de donde (puesto que Q< B+C—
— p—Y=in) B—0 g —Y=ai—

— (9 — ). Respuesta: ﬂ;a.

1.257. Demostremos que ACMN es se-
mejante a ACAD (fig. 9). Tenemos:
LMCN = LCBA. Puesto gque ¢l cuadrila-
tero CBDM es inscrito,
|CM|  sen LCBM  sean LCDM

resulta qll)le [CBI — sen ZCMB  sen ZCDB =
sen £DBA __ 1AD) _ 1EN|  po. 1o tanto,

sen ZADB = |AB| _ |AB| °
L CMN =/ BCA, es decir, el dngulo busca-

do es igual a %,

1.258. Sea LABC = 120°; BD, AE, CM
son las bisectrices del AABC. Mostremos que
DE eos la bisectriz del dngulo BDC y DM, la
bisectriz del &angulo BDA. En efecto, BE
es la bisectriz del dngulo adyacente al dngulo
ABD, es decir, £ para AABD es el punto de
interseccion de la bisectriz del angulo BAD
y del é&ngulo adyacente al &dngulo ABD;
por censccuencia, £ es equidistante de las rec-
tas AB, BD, AD; de tal modo DE es la bi-
sectriz del dngulo BDC. Precisamente de la
misma manera DM es la bisectriz del dngulo
BDA.

1.259. Designemos: ZABD = a,
/Z.BDC = ¢. Segtn el planteamiento,
ZDAC =120° — o, ZBAC = 30° + a,
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LADB — 30 —a, /DBC - 060° 4 a. Se-
gin el teorema de los senos, para los trianguloes
ABC, BCD. ACD g 1
aviine | BCI gen ( o) '
obtenchs = SoEE T Sar = Feos 307 Fa)?
|DC|  sen (60° o) |AC{ _ sen (30° —a-+-q)
| B('| sen t |IDC) T sen (1207 —n)
Multiplicando estas igualdades, tendremos:
sen 30° — a + @) = 2 cos (30° 4 m)x
X sen ¢ = 2 cos (60° {-[o) sen (30" — @) =
= {; de esta manera, /BDC = ¢ = 30°.
1.260. Igualmente como en el problema
1.17 se obtuvo la férmula de la bisectriz del
angulo interior en el tridngulo ABC, se pue-
de demostrar que la bisectriz del dngulo exte-
rior 4 se calcula segun la férmula

A
2 be sen 5
’EA = W (lleI =, |BC|=(Z. LCAlzb}.
Hallemos sen i: S€N - A ]/ 5 (1—-cos A)=
- /1 bH—-;‘:‘—a2 (a4+-b~—c¢) {a- [—c~b
G ” 2 ( T 2bc l/ 4 be

Encontrando de la mmma manera lo, expre-
sando sen -A- ¥ sen % por medio de log la-
dos del 1.r1angulo ignalando I, y I, obtene-

. _Ve@t+b—c  Valb+c—a) :
mos: = . Ty Segdn
el planteamiento b=2, ¢=-1. Luego, a debe

1'2(3—a)

satisfacer la ecnacion Va+1= e =
= (a—1) (@®—a—4)=0. Pero a5~ 1, por con-

i L/ 17
siguiente, | BC| =a=—b—_~%d—’ i
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1.261. Si O v O, son los centros de las cir-
cunferenciag eircunscritas alrededor del AABC
y del AADB, entonces AAOO, es semejante
al AACD. Respuesta: ofl.

[.262. Si K es el punto medio del arco 475,
O ¢s el centro del circulo, | AB | = 2R = ¢,
entonces | CM |2 = |CD |* 4 |DM|*®

=|CD|*+ |DK %= | AD | | DB | i
+ R4 |DO|2=(R + | DO | ) (R —
—|DO|)+ R*+ | DO |}, = 2R = ¢¥/2.

Respuesta: ¢}/ 2/2.

1.263. Supongamos que K7 es un segmen-
to paralelo a BC, N y L son los puntos de tan-
gencia de la circunferencia inscrita con los la-
dos AC y BC. Como se sabe (véase el proble-
ma 1.18), | AN | = | AL | = p — a, donde p
es el somiperimelro del AABC. Por olra
parte | AN | = | AL | es el semiperimetro del
AAKM semejante al AABC. Por consiguien-

p—a b oy B8 ; . 2a
i S Respuesta: —~—.

1.2%4. Si a, b, ¢ son los lados del tridangulo
dado, Jos pevimetros de los tridngulos separa-
dos serdn 2(p —a), 2{(p—0b), 2{(p —¢),
donde p es el semiperimetro del tridngulo da-
do. Por consiguicnle, si B es el radio de
la  circunferencia circumscrita, entonces
B+ By + By = {2+ p=b e )

g P P
x R=R. Respuesta: R+ R, + R,

te,

1.265. Si /. A=o, entonces (AM|= ac) 4
Bi Sen o
. 14 ; AT 11 AN
|[AN| = -, es decir, | AA | AN | =

= |AC|:|AB}; de tal modo, el A AMN es
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semejante al A ABC con la razon de seme-

BC
<no > Por eso {MN| = ieml =28

1.266. Sean O, y O, los centros de las cir-
cunferencias que se intersecan. Designemos sus
radios por z e y, | OA | = a. Puesto que los
tridngulos AOO, y 400,, como se deduce del
planteamiento, son equivalentes, entonces, ex-
presando sus areas segin la férmula de Herdn
y tomando en consideracion que |04 | =

=g |00y =R ==& |04 =1,

|00, | = R — y, después de las transior-
niaciones obtenemos (R — 2z)° = (R — 2y)?,
de donde, puesto que z 5= y, resulta: x + y =
= R. Respuesta: R.

1.267. Sean AB y CD las cuerdas dadas y
M, su punto de interseccidn.

a) Los arcos AC ¥ BD cn suma constiluyen
la  semicircunfevencia: por  consiguiente,
|AC |2+ |BD )* = 4R%, por lo 4que
lAM | 2+ | MC|*+ | MB|® +
+1MD |>=1AC |*+ |BD | * = 417,
Respuesta: 4R™.

by |AB |* 4 |CD {?= (| AM | +
+ | MBi{?*+ (CM |+ {MD|)?=4R*4
L 2|1AM | - { MB | - 2 | CM | Xx
X | MD | = 4R? - 2 (R® — a%) = OR® —
— 2a%. Respuesia: 6R* — 2a®.

1.268. Si M es el segundo punto de inter-
seceién de BC con la circunferencia menor, en-
tonces | BM { = | PC | (M se halla entre B
yP). |BP | = |.MP |4 |BM|; | PA | *4
+ BB |2 4 | PC | * == FPA"+ (L PH | —
—[PC|)¥+2|PB]|-|PC|=1{PA|*+
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+ | MP |2+ 21PB|PC|= &r® 4 2 (A'—
— ) =2 (R 4 1),

1.269. Designemos las longitudes de los
segmentos de cuerdas como se expone en la

Fig.§10

fig. 10; el diametro, con 2r. Aprovechando que
los angulos que se apoyan sobre el didmetro,
son rectos y xy = uv, obtenemos x {(z + y) -+
+uw +v) = @ + v)? + 22— =
1= (@ 4 0 + m? = 4r2

1.270. Si «, B, y. 6 son los arcos que co-
rresponden a los lados a, b, ¢ y d, la igualdad
que se demuestra, corresponde a la

trigonoméirica sen— cos L -+ cosi sen—:"— =
2 2 2 2

- B 8 B ) :

= sen - €0s - + ¢€0S — sen -, O bien

sen —q-?= sel P—_'gj— i

1.271. Sea ABCD un cuadrilitero inscrito.
AB y CD se cortan en el punto P; A y D
estan en log segmenlos BP y CP. BC y AD
concurren en el punto Q; € y D estan en los
segmentos BQ y AQ. Circunscribamos alre-
dedor del AADP una circunferencia. Desig-
nemos con A el punto de interseccion de esta
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circunferencia con la recta PQ. (Demuéstrese
que M se halla en el segmento £Q.) Tenemos:
LDMQ = L DAP = /. BCD. Por consi-
guiente, el cuadrilatero CDAMQ cs inscrito.
Puesto que segan el planteamiento las tangen-
tes trazadas desde P y Q a la circunferencia
inicial son iguales a a y b, entonces | QM | X
X |QP | =|QD |- QA4 |=28, |PM]| X
X |PQ|=|PD|.|PC)=a*’ Al sumar
estas igualdades, obtenemos | PQ | ?* = a* -
- b2, Respuesta: 1/ a® - b2
1.272. El segmento QP es igual (véase
el problema 1.271) al/ (5% — R?) +(c* — R%)=
= V' 5% 4 c* — 2R2%. Sea ABCD el cuadrili-
tero dado, Q, el punto de interseccion de A5
y CD (A se halla en el segnento BQ). Para en-
contrar la longitud PQ circunscribamos la cir-
cunferencia alvededor del AQCA; designe-
mos por N el punto de interseccién de QP
con esta circunferencia. Puesto  que
LANP = LACQ = LABP, los puntos A,
B, N y P se sitaan también en una circunfe-
rencia. Tenemos: |QP |- |QN | = |QA4A | X
X [QB|=b*— R  |PN|-|PQ|=
=]|CP|-|PA]l= R?— a®. Restando la
segunda igualdad de Ila primera, obtenemos
| QP | %2 = b* 4 a®* — 2R% En forma analoga,
| PM |*=c2+4-a2— 2R Respuesia: | QM | =
= VPF 2R, 0P| = Vb0Fa*—2R?
\PM| =V EFa—2F.

1.273. El radio de la circunfevencia inscri-
ta estd comprendido entre las magnitudes de
los radios de dos casos limites. Este no puede
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ser menor gue el radio de Ja circunferencia
inscrita en el tridngulo con los lados a - b,
b -+ e, ¢ + a, el cual es igual a 8/p, donde S
es el 4rea, p, e] gemiperimetro del tridngulo,

S b @+ b-c)abe
i —_— =
por lo que B —
i b .
== |/ -,a—cm . Por otra parte, r ¢s menor
a+—b-r¢

que el radio de la circunferencia mostrada

Fig. 11

en la fig. 11 (en esta figura las tangentes
opuestas son paralelas, el punto € <correr
al infinito)s Puesto que para los angulos
@, B y 7 marcados en la figura, se cumple
la ignaldad o + P + v = #/2, tga=
=clp, tg Bp=alp, gy = blp, donde p es
el radio de la circunferencia representada,
enlonces (g (& -f- §) = ctgy o hien

(_.,__;2'5_'_“;:’ s —g—, de donde o = } ab-Fbe +ca.

_ s S——
DE‘- pste I]]Of]O.. m “Tper I ﬂb+bc+fa-

1



L.274. Sea M el puito de interseceién de
la recta CB con la linea de centros de las
circunferencias dadas. Designemos: |AM|=
=%, LACB=g; |A4B|*=2rz, |AC|2--

=2z, Sell(p:'i_zl%l_' Si pes el radio de la

circunferencia  circunscrita  alrededor  del
|ABi __ |4BI-|AC| _
i 2sengp 2z o
=V Rr. Respuesta: V' Rr.

L.275. Sean Oy, O, los centros de las cie-
cunferencias; A, el punto de su interseccion
mds alejado respecto de BC, L040, = g.
Mostremos que /Z BAC = /2. (Para otro pun-
to el dangulo seraigual a 180——52.) En efecto,

=BAC = 18)° - L2ABC — ZBEA =
= 180 — (90° — Z ABO)) — (00° —
= L BAOy 4 LCAO, = ¢ — L BAC. Sea
| 0,0, | = a. Trazando 0,M || BC (M se ha-
Ha en 0B), oblenemos | BC | = FOM | =
= V¥ — (X — r)%. Del A 0A0, encon-
tramos que cos (p—ﬁi'rz—_—fz—'

B e 2Rr t
el radio de la  circunferbneia  cir-

cunserita  alrededor del A ABC es igual a

A ABC, entonces p=

por onde,

X S - — e
'B"L} @ la g: L VR
2 sen 5 ¥ l/ 1___+2hi%__,_“_

Respuesta: Rr (para ambos tridngulos).
[.276. DO y €O son las bisectrices de los

angulos ADC y DCB. Designemos con «, g

¥ v las magnitudes de los dngulos correspon-
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dientes (fig. 12). Pero a + 28 + 2y 4- o =
= 2m;, por consiguiente o + P 4+ vy = n; de
aqui se deduce que £ D0OA =1y, LCOB = B
vy el AAOD es semejanle al ACOB; por lo

tanto {AD | . |CB|= |40 |- |OB | =
= | AB |%/4. Respuesta: a*/4b.

1.277. Del plantcamicnto del problema se
deduce que las bisectrices de los dngulos C ¥
D se cortan cn el lado AB. Designemos cste
punto de interseccion con 0. Circunscribamos
alrededor del ADOC wuna circunferencia. Sea
K el segundo punto de interseccion de esta
circunferencia con 4B. Tenemos: LDK4 =

= 4DCO = % £DCB = 5 (180° —
— /DAK) = 5 (LDKA + £ ADK), por lo

que LDKA = ZADK v 14D | - | 4K |
De manera andloga, {BC | = [|DBK | por
congiguiente, | AD | -}- |CB | = | 4B |.

Respuesta: a — b.
1.278. En el rayo MC tomemos el puato
N de tal modo que |[AN|=|AB|=|AD|.
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sen ZMNA _ [AC|  |AC|
sen LMCA {AN| = |4D)|
__sen ZADC

e D v L MCA=/ ACD, entonces

sen £ MNA = sen LADC = sen LABM,
es decir, los dngulos ABM y MNA son igua-
les o bien en suma dan 180° Pero M se halla
en cl interior del AABN, por cousiguienie,
LABM = £ MNA. Ahora se puede demostrar
que AABM = AAMN,; LNAC =
= L MNA — LNCA = £LADC — L ACD ==
a+9

5 =

uesto que

= . Respuesta:

1.279. Designemos por K y L los puntoes de
tangencia de la 1* y la 22 circunferencias,
respectivamente, con uno de los lados del
angulo y por M y N, los segundos puntos de
interseccion de la recta AB con las circunfe-
rencias primera y segunda. Sea O el centro
de la 23 circunferencia. Puesto que A es el
centro de semejanza de las circunferencias da-

: |AK | _ |AM] _ |AB] __
das, entonces AT AR AN &, do
donde |l4K |- AL | = M| AL | ® =
=A|AB |- |AN | = | AB |2 Por olra par-
le, de la semejanza de los tridngnlos 4KC y
ALO tenemos: |AK |- |AL | =1AC | X

X [AO |. Por consiguiente, AC | X
X |AO | = | AB | %, por lo tauto, los Lri-
angulos ABC y AOB son semejautes. Respues-

ta.

- © bien =xn —%.

1.2B0. Sean L BAF = ¢, </ DBA = «,
L DAB = 20 (del planteamiento se deduce
que A, £ y ¥ se hallan por un lado de BD y

L BDA < 90°% esdecir, o >> 30°). Segin el
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teorema de los senns, para los tridngulos DIFA,

DAB y BAF tenemos: | DE| _ sen (120°—2a) _

|AD| sen (30" 4-)
i X "y 2010 b 1AD| =0 oL
= 2 oo (30° 4+ a) e
_ 1 |AB] cos (a—@)
T hens (307 -Fayeos (30 —eay Y |BF| T seng
Multiplicando las igualdades. encontramos
que iﬂ%?:}—‘pl == 2cos (& — 30°), de donde

LBAF =P = S0
1.281. Examinemos dos casos.

1) Bl segmento BK corta AC. De la con-
dicién [_BK(‘—--"*_L%__—LE se deduce que
2C=9° (L BCK = /B + £C, /_CBA =
_ LéB, 35;42—4(‘ -}—(Z_B-}-/_C)-;-
=180°, etc.). Por comnsiguiente, el punto O
se halla en AB y la suma de las dislancias des-

de O hasta AC y AB es igual alz- | BC | ; de

esta manera, |BC|=4>2 4+ V3 =
= |AC | + 1 AB | > | AB |, es decir, el ca-
teto es mayor que la hipotenusa, lo cunal es
una contradiccién.

2) El segmento BK no corta AC. En este

caso / CBK = 180° — L LBCK = £ A,

3 9
ZBKC = %’-z:-[—_(— (segtin la condicién);

por consecuencia, (180"— -‘:‘—?-) + LA 4

&

*.*i:"‘_;_/—i 180°, de donde £ A= 30°.

205



De puevo son posibles dos casos.

Za) El punto O, centro de la circunferencia
circunscrita, se halla en el interior de! A ABC.
Sea que la perpendicular bajada desde O
sobre AB corta AB en N y AC, en X, mientras
que la perpendicular bajada sobre AC corta
AC en M ¥ AB, en L. Designemos: [OM | =

=z, |ON [ =y; 2 + y = 2 (seglin el plan-

teamiento del problema), |OK | = 2z/V"3,
| MK | = 2/V3, |AK|=2|NK | =
= 2y + 4z/V'3, |AM | = | AK | —

— | MK | = 2y 4 2)/3. En forma anéloga
encontramos: | AN | = 2z + y}/ 3. Segiin la
condicién, | AN |+ |AM | = (] 4B | +
+ AC |) = —;-(2 +173). Por otra parte,
AN | - JAM | = @+ VD) (@ + p) =
= 2 (2 + }¥'3). Es una contradiccién.

2b) El punto O se halla fuera del AABC.

Se puede mostrar que el £ B es obtuso. De lo

confrario, si £ C > 90°, 31’—‘4# < 0, por

lo que O se encuentra en el interior del seg-
mento AC que no contiene B; no obstante,
esta circunstancia no influye en la respuesta.
En las designaciones del punto anfterior

tendremos: | AM | = 2y — 2173, |[AN) = y
1"3—2z. Del sistema y4z = 2, |AM| +

T T 9 2 f-“_..
+ AN~ @+ ¥ Hy—@+ VD= 2EV3

encontraremos: z = —i— g = _2_ , 1AM| =

206



; 89°3 ; . ;
—2—— ————i—q, el radio de Ia cireunferencia

es igual a ) [AM 24 | MO |2=1 ‘Z.I 34—15) 3.
1.282. Si €, es un punto simélrico a €
respecto a AB, v B, es stnétrico a B respecto
a AC, entonces (como regla, a, b, ¢ son los
lados del AABC y S es su area) | €,B, |2 =
= b2 4 ¢® — 2bc cos 34 = o®> -+ 2be (cos A —-
—cos 34) =a*>+8bcsen* A cos A =a* -+ 16 X
1
X (B? 42 —a?) -6—‘5;? . Asi se obtiene un sistema
de ecuaciones:

a?hic? 4+ 1682 (5 - 2 — a?) = 8b%?,
a2t 4- 1682 (a2 + 62— ¢?) = 8a2b?,
a?b?c% - 1682 (¢ a®> — %) = 14c2a®.

Restando la 22 ecuacién de la 12 y tomando
en consideracion que a = ¢, encontraremos que
48% = b Al sustitnir 82 por 5%*/4 tenemos:

a2+ 4 (b2 —c2—a2) =0,
a2bre® | 4l = 4h2a2 — 418 — 14da?c =0,
b2 = 482

Al designar a%* = z, @® - ¢®* = y, lenemos:

4y — x =412,
{.:r; (b2 — 14) 4- 4b%y = 4bh.

Después de multiplicar en el altimo sistema la
12 ecuacidn por 5% y restindola de la 22,
encontramos z (26 — 14) =0, de donde
b= V7. Respuesta: 1, | 1T,
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- . A4V 152V 21 —4 | 14 —
V3 o bien b 214-4)144-¥ 21—4 ) 14 ’

Val+tay :4+I/ 2 —4 7

[ 62 —c? |
28
donde § es el drea del tridngulo (de manera
analoga para los demis Angulos). Respuesta:

arctg [tz o = tgp|.

1.284. Hallemos la cotangente del dngulo
comprendido entre la mediana y un lado del
tridngulo ABC. Si LA, AB = ¢ (44, es la
mediana del AABC; las designaciones son
corrientes: a, b, ¢ son los lados del tridn-
gulo, m,, my;, m, son sus medianas; S es

1.283. Demudstrese gue tg a =

I

su 4rea), entonces cotg = --2—‘———;:ﬁﬁ—
(4
_ 2¢*—accos B 3c*4-b%*—a? ;
5% = S . Sea M el punlo

de interseccion de las medianas del A 4BC;
las rectas perpendiculares a las medianas que
parten de los vértices 4 y B, concurren en
Cy LAMCB=/MABR=¢ (el cuadrilatero
MACB es inscrilo) Por tanto, Supe, =
1. 7 2 {2a2-]-2¢2—b%) {3cﬂ+b3—-02)
=7 (5 m) ctgo= 7283
El area del tridngulo buscado es la suma de
las dreas de seis triangulos, cada una de las
cuales se encuentra de manera andloga. Co-

21 pd 1022
mo resultado obtenemos £ e o)

125
2 A2\2
_—_-_217%_“{_}__ {demuestren la igualdad 2+

+ 0242 =9 (R*—d?%) por su propia cuenta).
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Respuesta: %(H’Z—dz)z. 1.285. 60°.

1.286. Notemos, al principio, que | MN |
es igual a la tangente exterior comtn a las
circunferencias con los centros 0; y O, (pro-
blema 1.142). Por consiguiente, si los radios
de estas circunferencias son z e y, z + y =
= 2R — a, entonces | MN | =V a® —(z— y)=
Sea @ el angulo formado por AB con 0,0,; L,
el punto de intersecciéon de AR y 0,0,. Tenemos
|OL| = —=— = —— son = —— . —

zty 2R—a ° [O:L]
_ 2R—a - i R
R

_——% | MN}. Respuesta: % (en ambos
€asos).

1.287. El &ngulo AKB es igual a 90°
(véase el problema 1.255). Sea R el punto de
interseccion de BK y AC; Q, un punto de
BK tal, que NQ || AC. Utilizando las desig-

naciones corrientes tendremos: | AR | =

=|AB | =¢, | MB|=c— (p —a) =

. |MK| _ |MR| _ |CB| _

=P = LN L = Ten e
a

= jy—, (consideramos que b >> ¢). Puesto que

{MN| =2 (p — ¢) sen g, entonces

144 .
| MK | = a sen 5 Lo mismo se hace para
otros segmentios. Ll tridngulo buscado es se-
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mejante a ABC con la razon de semejanza
sen (2/2). Su drea es igual a § X sen ? («/2).

1.288. Sea | AM | =, |CN | =y, x +
+ y = a; a, ¢l lado del cuadrado. Desig-
nemos con £ y F los puntos de interseccion de
MD y DN con AC. Los segmentos | AE |,
| EF |, | CF | se calculan ficilmente hacien-
do uso de ¢, z, y, después de lo cual se puede
verificar la igualdad [ EF |2 = |A4AE |? +

+ |FC |2 — |AE | - | FC].

1.289. Supongamos que P es el punto de
interseccion de la recta DE con AB, K es el
punto de AB tal que KD || AC, AAKD es
isésceles (LKDA = LDAC = £LDAK). Por
lo tanto KD esla mediana en el tridngulo ree-

tingulo y |MN | =45 |KD | =% | 4P |=
= ET | AE | = %a.

1.290. Sea A, el segundo punto de inter-
seccion de las circunferencias circunscritas
alrededor del AABC y del AAB,C,. Del
plantcamienlo se deduce que | BB, | =

= | CC,|; ademés, LABA, = LACA, y
LABA;, = £LAC,A4;. Por consiguiente,

AABB, = AACC,. Porlotanto, | A,B | =
= | A4,C | . Sea que L ABC =B, LACB =
=9, LABA, = / ACA, = ¢. Puesto que
el AA,BC es isbsceles, £ A4,BC = L A,CB,

i | :
esdecit, B+ 9 =y — ¢, ¢ = ?_;j(‘\’ — Py, st
el radio de la circunferencia circunscrita al-
rededor del AABC es igual a R, entonces

| A4; | = 2R sen e b pero | AB | —

2
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— |4AC | = 2R (sem y — sen f) =
= 4R sen Y;ﬁ cOS ﬁ";? =2 ]AA, | sen i;—
por consiguiente,| A4, | = —=
[« 4
23911§

1.291. Notemos que los puntos 4, O, M, B
se hallan en una circunferencia (LAMB es la
semisuma del arco A8 y del arco simétrico
a AB con respecto a OC, es decir, LAMEB =
= L AOR). Tracemos en AM el segmento
MK igual a MB; entonces, AAKB es se-
mejante a AOMB. Respuesta: |AB|=
= 2a.

1.292. Supongamos que |A4AB | = 2r,
| BC | = 2R, O, es el punto medio de AB,
0, es el punto medio de BC, O, es ¢l punto
medio de AC, O cs el centro de la cuarta cir-
cunferencia, cuyo radio es z. De la condicién
se deduce que |00, =R, |00,]|=r,
100 | =r+2,10,0| =R + 2, |00 |=
R + r — a. Igualando las expresiones para
las dreas de los tridngulos 0,00, y 0,00,,
obtenidas wusando la férmula de Herdén y
como el semiproducto de la hase correspon-
diente por la altura, obtenemos dos ecuaciones:

V(Ii’—}—r)r(]?——x)x:—;— Rd,
VR¥7+o) Rre=— (R-+1)d.

Elevando al cuadrado cada una de éstas y res-
tando una de la otra, encontramos que 1 =
= d/2. Respueste: d/2.

1.293. Sea P el pie de la perpendicular
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bajada desde N sobre la recta MB, entonces

| MP | = R cos o; por consiguiente, | AP |
es igual a la distancia desde el centro O hasta
AB; pero la distancia desde el vértice del tridn-
gulo hasta el punto de interseccién de las al-
turas es dos veces mayor que la distancia desde
el centro del cirewlo circnnserito hasta el lado
opuesto (problema 1.20), es decir, | MP | =

=i§ | MK | . De aqui se deduce que, si

M se halla en el mayor de los arcos, es decir,
ZAMB = o, cntonces | NK | = R; pero si
ZAMB = 180° — o (es decir, M esta sitna-
do en el arco menor de la circunferencia),
entonces | NK | * = R? (1 + 8 cos® a). Res-
puesta: | NK | = R, si M se encuentra en el
arco mayor de la circunferencia; | NK | =

= 171 + 8 cos? a, si M se encuentra en el
arco menor de la circunferencia.

1.284, Supongamos que ABC cs el tridn-
gulo dado, CD es la altura, O, y O, son los
incentros de las circunferencias inscritas en
el AACD v el ABDC, K y L son los puntos
de interseccion de las rectas DOy y DO, con
AC y CB. Puesto que el AXADC es semejante
al ACDB y KD y LD sonjlas bisectrices de
los dngulos rectos_de estos fridngulos, enton-
ces O, y O, dividen XD y LD, respectivamen-
te, en razon igual. Por lo tanto, KL || 0,0,.
Pero el cuadrilitero CKDL es inserito
(£L.KCL = £ KDL = 90°). Por consiguiente,
LCRIL = £/ CDL = nf4, /CLK =/ CDK =
= n/4. De este modo, la recta 0,0, forma
con los ecatetos d4ngulos iguales a /4.
Si M y N son los punios de interseccion
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de 0,0, con CB y AC, entonces ACMO, =
= ACDO, (CO, es cowmin, L0,CD =
= LO,CM, £CDO, = £LCMO,). Por cn-
de, |CM |=|NC|=h Respuesta: los
angulos del tridngulo son iguales a =/4, n/4,
n/2 y el drea es igual a A%/2.

1.295. Las designaciones se comprenden, al
examinar la fig. 13. CKDL es un rectingulo.

Fig. 13

Puesto que LLKA = 90° + o, LLBA =
= 00° — a, el cuadrildtero BLKA cs inscri-
to,
L€l  heosa 4 -
tg g = T [ -—Tsexlza. (1)
seng

Si R es el radio de la circunferencia, entonces

1KLLk .
© 2senq 2seng C (2)
Puesto que / LOK = 2¢, |ON| = Reosq =
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el o {se han empleado las igual-

2tgq sen2u

dades (1) vy (2)). [OM|=|0ON| sen (90°—

€03 2at . ;
—2a)=h " h etg 2oy, por fin,
obtenemos la expresion % |PQ| = |QM| =

— VY E—|OM = 1/-&_5% — h?elg? 2a =

=k ]/L i+ clg?e) —clg22a = & X
1 e lr2 © ki"g
& ]/4 1_'—sen"*z:zr,) Blgseo = ?

|1POt = h]/u Si ahora los segmentos |PD| ¥
[DQ| de la cuerda se designan con z e y.

entonces x4+ y=nh V5, zy=h?, de donde en-
contramos que los segmentos huscados de la

cuerda serdn iguales a 15 B, X "2_1 h.

AN
NN

A N ' d
Fig. 14

1.296. Sean P y Q (fig. 14) los puntos de
tangencia de las tangenles trazadas desde E.
Demostremos que | EP | = | EQ | = | BD |.
En efecto, [EP |®=(|£D |+ |DC |)x

214



X(|ED |—|DC|)
= |BC |*— | DC |

* DO =
1
planteamiento, | ED |

* (segin el
| BC | ). Designe-
|

mos: |KN|=a, |PN|=|NA|=y,
|EQ | = | EP | — | BD | == 2. Entonces,
| KE | =2 -+ y — 2z Tenemos: Sggpy =

:% x (2R — z): por otra parte, Sypy =

= Skxon + Skog — Srpox = ?73 (z + x +
-é—y-—-z—y—z)=ﬂ(x——z)-. De esta ma-
nera, %:c (2R — 2z) = R (x — z), = = 2R.
Respue?sta: L

1.297. Encontremos, al principio, lim b
3 AO|  Sasp
Desienemos: ~ € = B. Tenemos | —_—
S = ; LT g
—2- ab sen o

—%w(p-'—u)(p—b) sen P '
Pero segiin el leorema de logs cosenos a®*+4-
+b2-—2ab cos a={p—a):+(p—byr—2 (p—a) X
ot i B (p—a-—>b)t-abcosm
X{p—2>b) cosﬁ#—cos_ﬁ o v 3
de donde senf =} 1 —cos’f =
=Y (1—cosp) (1 +cosB) =

)V ab({—cos o) (2p®—2ap—2bp+ab - ab cos o)

(p—a) (p—h) :
‘ - (2)
Sio— 0, entonces cosa— 1; por consiguien-
sen o 5 =
1.-9, —?[—"_ = V2 Gos,i e Vz. cuando ¢ —~
17 T—cos & 2

— 0. Teniendo en cuenta la nltima observa-
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cién, por (1) v (2) obtenemos lim S
a-n 10C}

ab

—= )
e e Puesto gue |AC] —

—» p, entonces lim A0 | = — pEL_ :
P ce-0{ ! Vab+y (p=a)(p—h)

Il. Problemas y teoremas selectos
de planimefria

II.1. Demuéstrese que, si D cs la proyec-
cién de M sobre AB, entonces | AD |? —
— |DB\* = |AM {*— | MB |2

I1.2. Si se encontrase un punto tal (desig-
némoslo por N), la recta MN seria perpendi-
cular a los tres lados del tridngulo.

I1.3. Si M es el punto de interseccién de
las perpendiculares bajadas desde 4, y B,
sobre!BC y AC, entonces (véase el problena
LAY [ MB1® — | MC | * = | 4,B | ® —
— 14,C | *, |MC |® — | MA | ® =
= | B,C | ? — | B4 | *; sumando estas igual-
dades y tomando en comsideracién el plan-
teamiento del problema, obtenemos que
|MB | — | MA*=|CB|*—~ |4 P,
es decir, M se halla en la perpendicular traza-
da hacia AB por Ci.

I1.4. Del resultado del problema 1.3 se
deduce que la condicién de gue las perpendi-
culares bajadas desde A,, B,, C; sobre los la-
dos BC, CA v AB concurran en un punto, es
idéntica a la condicién de-intersecciéon en un
punto de las perpendiculares bajadas desde 4,
By C sobre B,C,, C,A, vy A\B,.
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IL.5. Notemos que las perpendiculares ba-
jadas desde A,, B,, C, sobre BC, CA, AB,
respectivamente, so cortan en el punto D,
luego aprovechemos el resultado del pro-
blema [I.4.

I1.6. En e} problema I1.7 se demuestra un
hecho mas general. De los razonamientos del
problema II.7 se deduce que el centro de la
circunferencia se halla en la recta AB.

I1.7. Introduzcamos el sistema de coorde-
nadas rectangulares. Si las coordenadas de los
puntos Ay, Ay, . . ., A, son {xy, ¥y) {(Zy5 Ya)s « - -
. vy (ny ¥n) v del punto M, (z, y), entonces
nuestro lugar geoméirico de puntos se defini-
ra por la ecuacion a (z% + ¥*) -+ bx + cy +
+d=0, donde a =%, 4 ky -} ... L+ &,
precisamente de aqui se deduce nucstra afir-
macion.

I1.8. Si 2 es el punio de tangenecia, O
es el cenlro de la circunferencia dada, enton-
ces |OM {2 — | AM | 2 = | OM | %2 —
— | BM |* = |OB}|* = R® DPor consi-
guiente, M se halla en la recta perpendicular
a 04 (véase el problema IT.1).

I1.9. La condicién que determina el con-
junto de puntos M, es equivalente a la condi-
cion |AM |2 — k2?2 |BM |® =0, es decir,
es nua circunferencia (véase el problema I1.7).
Esta circunlerencia se lama circunferencie de
Apolonio; s cenlro, como es facil cerciorarse,
se situa en la recta AB.

I1.10. Puesio que M7B es la bisectriz del
angulo AMC, entonces %‘% = lIAJTi'II' Por ¢on-
siguniente, la biseclriz del angulo exterior res-
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pecto al dngnlo AMC corta la recta AC en un
|AK| _ |AB|
|KC) | BCT !
junto de punios A buscado es un arco de la
circunferencia construida sobre BX como sobre
didmetro, esltando aquél compreandido entre
las rectas perpendiculares al segmento AC,
lag cuales pasan por los puntos 4 y C.

1.1, Supongamos que 0, y O, son los
centros de las circunferencias dadas, r, ¥
r, son sus radios, 1 es el punto del conjunto
buscado, WA, y MA, son las tangentes. Se-
gin lo  caunciadoe, |MA4,|=%k|MA,|.
Por lo tanto, |MO,|?— k2 |MO,|?=
= ri — k*3. Por ende (véase el problema
1L.6), el conjunto buscado de puntos M,
cuando k551, es una circonferencia con el
centro situado en la recta 0,0, cuando
k =1, el conjunto buscado es una recta per-
pendicular a 0,0,.

punto constante K: y el con-

L

Fig. 15

II.12. Supongamos (fig. 15) que K y L
son los puntos de interseccién de la tangenle
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trazada a la segunda circunferencia gue pasa
por D, con las tangentes a la'primera, las cua-
les pasan por B y A, mientras que W y N
son otros dos puntos. Es facil ver que
LDKB = /ZCMA (cada uno de estos angulos
es igual a la mitad de la diferencia entre los
angulos que corresponden a los arcos AB vy
CD). Por eso (en nuestra figura) ZLMN +
+ LLKEN = 480°. Por consecuencia, el cua-
drilatero KLMN es inscrito. Luego tenemos:

. 1
| DK |  sen ZDBK sen 5 — AB Kol
| KB}~ sen £LBDK 1 . nalog
sen i D¢

mente se encuentranlas razonesentre las longitu-
des de las tangentes trazadas por los puntos L,
M y N. Todas estas razones son iguales entre
si; por lo tanto, ¢l centro de la circunferencia
circunscrita alrededor de KLMN, se halla
en Ja recta que pasa por los centros de las cir-
cunferencias dadas (véase el problema IL6).

I1.13. Después de expresar las distancias
desde los vértices del {riangulo hasta los pun-
tos de tangencia, compruébese el cumplimien-
to de la condicion del problema I1.3.

I1.14. Sea | AM, |: | BM, |: | CM, | =
=p:.q:r. Entonces, el conjunto de los
puntos M tales que (r2 — ¢®) VAM |?
+(p* — ) | BM |* + (¢ — p) | CM | *=
= 0, es una linea recta que pasa por M,
M, y el centro del ¢irculo circunscrito alre-
dedor del AABC (véase el problema I1.7).

I1.15. Los punlos A, y M, pertenecen al
conjunto de puntos M, para log cuales
O | MHA |*—8)IMEB |24 3| MC \? =0,
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Este conjunto es una linea recta y, evidente-
mente, el centro del circulo circunscrito satis-
face la condicién que determina este conjunto
(véase el problema II.7).

I[ciﬁ- Sean IAAI ! — a’g IB-BI I — b!
| CCy | =c, | 418, | = «, ‘_Blcll=y!
| C;A, }{ = 2. Entonces, [AB,|* = a?+
+ 2% | ByC 12 = ¢® 4 y®, etc. Ahora es fa-

cil comprobar la condicidén del problema II.3.

IT1.17. Sea que |AD | ==z, | BD | =y,

|CD | =2, |AB | = a. Designemos con

Aa., B,, C, los puntos de tangencia de las cir-
cunferencias inscritas en los tridngulos BCD,
CAD, ABD con los lados BC, CA, AB. Las
perpendiculares trazadas por los puntos A;,
B4, C; hacia los lados BC, CA y AB coinciden
con las perpendiculares levantadas a los mis-
mos lados en los puntos 4, B,, €, Pero
| B4, | = L2220 4,0 | = £527L; do ma-
nera analoga se encuentran | AC, |, | C,B |,
| AB, |, | BoC | . Ahora es facil comprobar
¢l planteamiento del problema II.3.

I1.18. Apliguese la condiciéon del proble-
ma II.3 tomando como puntos A, B y C los
centros de las circunferencias y como pun-
tos 4, B,, C;, sendos puntos de inter-
seccion de las circunferencias (4, es uno de los
puntos de inlerseccion de las circunfercucias
con centros Iy €, etc.).

I1.1%. Tomemos la tercera circunferencia
con didmetro BC. Las cuerdas comunes de la
12 y 32, asi como de la 22 y 32 circunferencias
gson las alturas del tridngulo bajadas desde los
vértices B y C. Por consiguienle (véase el
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problema IT.18), la cuerda comun de las cir-
cunferencias dadas también pasa por el pun-
to de interseccion de las alturas del tridngulo
ABC.

I1.20. Sea O el cenlro de la circunferencia
dada; 12, sn radio: MC, la tangente a ésta.
Tenemos: | MO |?* — | MN |2 = | MO | —
— |MB | |MA|=|MO|®— | MCPF=
= R?, es decir, el punto Af se halla en la rec-
ta perpendicular a la recta ON (véase el
problema 11.1). Es facil demostrar que todos
los puntos dc esta recla pertenecen a nuestro
conjunto.

I1.21. Supongamos que O es el centro de
la circunferencia, r es el radio de la misma,
]0A | = @, BC es cierta cuerda que pasa por
A, M es el punto de interseccion de las tangen-
tes. Entonces |OM |2 = {BM |?* + r%

|AM |® = | BM |* —% | BC |* +
+(51BCI—1BA ) =
=|BM |*— |BC|-1BA |+

+1BA |*= |BM\{*— |BA |- 1AC]| =
= |BM|*— 1 + &

De esta manera, |OM |2 — |AM |* =
= 2r* — a® es decir (véase el problema
I1.1), el conjunto buscado de puntos es una rec-
ta perpendicular a OA. Esta recta se llama
polar del punio A respecto a la circunferencia
dada.

I1.22. Muéstrese que si M, y M, son dos
puntos diferentes que pertenecen a nuestro
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conjunto, cualquier punto M del segmento de
la recta M, M, en el inlerior del tridngulo tam-
bién pertenece a este conjunto. Para eso, al
designar con z,, y;, % las distancias desde
M, hasta los lados del tridngulo y con .,
Yo, %5, las distancias desde M,, podemos expre-
sar las distanciag z, y, z desde M hasta los
lados mediante estas magnitudes y las distan-
cias entre M,, M,, M. Asi, por ejemplo, si
| MM | =k { MM, |y las direcciones de
MM y MM, coinciden, entonces z == (1 —
—~ k) 2y kzy Yy = (L — B) yy + kyy 7 =
= (1 — k) z; + kz,. De aqui se deduce que
si la igualdad se cumple para tres puntos en el
interior del tridngulo que no se hallan en una
recta, la misma se cumplird para todes los
puntos del tridngule. Observacién. La afir-
macién del problema también seré valida para
un poligono convexo arbitrario. Mas afln,
pueden examinarse todos los puntos del plano,
pero las distancias desde los puntes dispuestos
a diferentes lados de la recta hasta esta wlti-
ma deben tomarse con signos opuestos.
11.23. Para que las distancias =z, y, z
sean lados de un tridngulo, es necesario y
suficiente que se cumplan las desigualdades
T < Yy 4+ zy<<z-tazz <<zxz4+y Pe-
ro el conjunto de puntos, para los cuales, por
ejemplo, 2 = y -+ z es un segmento con los
extremos situados en los pies de las bisectri-
ces (en los pies de las bisectrices dog distancias
son iguales, mientras que la lercera es igual a
cero, por consiguniente, la igualdad se cnmple:
pero del probhlema anterior se deduce gque csta
igualdad es valida para todos los punios
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del segmento). Respuesta: el lugar geo-
métrico buscado consta de los puntos dispues-
tos en ¢l interior del tridngulo ¢on vérlices en
los pies de las bisectrices.

I11.24. Puesto que las perpendiculares ba-
jadas desde 4,, B, y C,, respectivamente, so-
bre B,C,. C A,y 4,8, concurren en un punio,
entonces (problema 11.4} también las perpen-
diculares bajadas desde 4,, B, y C, sobre
B,C,, C,A, v A,B, también concurren en un
punto,

11.25. Designemos por a, ¥ @, las distan-
cias desde A hasta las rectas I, ¥ I,, respecti-
vamente; b, y b, son las distancias desde B
hasta las rectas Iy y [,, respectivamente:
¢, ¥ ¢, son las distancias desde € hasta las
rectas !, v I,, respectivamente; &, ¥, z son las
distancias desde 4,, 5, y C,, respectivamein-
te, hasta . Para que las perpendiculares baja-
cdas desde A, B y C sobre B,C,. C14, vy 4,8,,
respectivamente, se corten en un punto, es
necesario y suficiente que se cumpla la ignal-
dad (problema I1.3) | AB,|%*— |B,C |* +
F1CA, |2— |AB |* + | BC |* —
—|CA|2=0, o bien (a4 ¥®)—(c;: +
+ )+ @ ) — B+ (B
+ 2%) — (a; + 2*) = 0, lo que conduce a la
condicion a} —a) + b — by +cf —cp = 0
que no depende de z, y, z.

I1.26. Nos Dbasta comprobar el cumpli-
miento de la condicién (problema II.3)

| ABy | * — | BsC | ® + | CAdy | ? —
— | 4,81+ |BC, |2 —[CA =0

Notemos que los tridngulos BB,C, y AA,C,
son semejantes, por comsiguicnte, | AC, | X
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X |C\By| = |BC,| + 1C,A:1, ademss,
LAC,By,=/ BC4,, por lo tanto, | AB, |* —
— | BA; | = (|AC, | — | C,B |3 +

+(I1CB,|%>— |C,4d,1%. Después de es-

cribir las igualdades correspondientes para
1C4, |2 — [AC,|* y |BCs|*— |CB, |® y
sumarlas, obtenemos que las diferencias que
figuran entre el primer paréntesis, en suma da-
rdn cero (aplicamos la condicién del proble-
ma [I.3 a los tridngulos ABC y A4,B,C,;
obtendremos cero, puesto que las alturas se
intersecan en un punio). No es dificil demos-
trar que AA4,, BB, y CC, pasan por el cen-
tro de la circunferencia circunscrita alrededor
de ABC, es decir, la suma de diferencias entre
el segundo paréntesis también es igual a cero.

11.32. Tracemos por K y L rectas paralelas
a BC, hasta que se corten con la mediana AD
en los puntos N y §. Sea | AD | = 34,
{ MN | = za, | MS | = ya. Puesto

ces |'jir|| = |i§;fv|| ' gigj =4, y‘“_'fi_a:'
La igualdad -M;_KI: IMiLl -+ lﬂ:’PI equivale
a la igualdad Iﬂ;NI = IR;SI + M’}D! : i—:=

1 1 i x
=———— . Poniendo y=-—=— _ ohtenemos
ay a : 1—2

la igualdad lcita.

11.34. Sea O el punto de interseccién de las
diagonales AC y BD; aprovechando la seme-
janza de los tridngulos correspondientes,
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obtenemos 2Kl _ |0K| i0OB] __ |0A4]

j0c|_ ~ 710B " Joe1 — bl X
lOM| _ jOM) _ y
% 041 — 0D lo que se necesitaba.

I1.35. Sean ¥ y D los puntos de intersec-
cion de EN y EM con AR y BC, respectiva-
mente. Demostremos que ol AAFN y ¢l
AMDC son semejantes. Aprovechando las
semejanzas de diferentes tridngulos y la igual-
dad de los lados opuestos del paralelogramo,

. . ANF| _ |NF| IFB| __ |BD|
tend remos: FA = FB TFAT =DM X
% (£ED|  |BDj| {DC| __ |BD] |1DC{

|[FA| " jDM| " \FE| T 1DM| " 1BD|
Z—% . es decir, el AAFN es se-

L3

mejante al AMDC.

H.36. La afirmacién del problema se de-
duce de los des hechos siguientes.

1) Si en los lados del cuadrilitero 4BCD
se toman los puntos X, L, M y N de tal mane=-
ra que los lados AB, BC, CD y DA estén divi-
didos por estos puntos en razén
. IBK| _ |CM| [BL| |AN|
igual ( |R4]  \MD| _\ZC}  IND| )’mm'
bién los segmentos KM y LN estan divididos
por su punto de interseccion £ en la misma
razon.

En efecto, del hecho de que las rectas KL
y NM son paralelas a la diagonal AC se

. \KP| _ |KL| _ |KL[  |AC|
deduce: — 5o = R = [AC] [N
_ IBK| |AD| _ |BK| |BA| _ |BK|

~ |BAY  |ND[ T [BA| 'T|KA| T KAl -

2) Sien los lades AB y CD del cuadrili-
tero se toman los puntos K, vy K, M, y M
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je h I = I}{i'&’l o [ﬂfl.ﬂ!! . 1
de tal manera que T

|AK,| = |KB], | DA | = |CH], el drea del
cuadrilatero K K. M, constituye _nlf parte del
area del cuadrilaiero ABCD. PBfectivamente,

1

| BK] | MD| __

:-{%{‘“LS acpe FPor congiguiente, Sagea; =
|BK | AK| 2

= (1 - W) Sapcp= BA} Sspcp- B for-
iloga S =Xl g D

ma analoga Sk, kMM = 17 AKCMy De esta

KK @ i

manera, SK;KMM} 21# SABCD o S.

11.37. Supongamos que X es el punto medio
de DB, L cs el punto medio de AC, S sxy =
— Scxn (puesto que | AL | = | LC |), pre-
cisamente de la misma manera Spyy =
— Spaa: de donde se deduce la afirmacion
de}] problema.

I1.38. Si M es cl punto medio de DC, N
es ol punto medio de BC, K y L son log puntos

de intersccciéon de DN con AM y AB,
respectivamente, onionces \KM| _ |DMI} _
= ’ AK|  [ALl

es decir, |AK|=%|AML; por consi-

=g

guiente, SADK=%S.4DM=%”—_};S:';—S (S
es el area del paralelogramo). Asi pues, el drea
de la figura buscada serd S—4SADH=-5-S.

11.39. Supongamos que @ es el punto me-
dio de AD, N, el punto medio de BC, M, el
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punto medio de DC; K. P, R son los punlos
de interseccion de DN y AM, QC y

DN. OC v 4. Entonces, |DK|=*§; (DN],
1
LDP| = |EN|, (0P =|PC). Q8| =+ |QC|,

fapr, LA KRl A B 4 &
Sepp: IQPI "[DP] T3 B 15° PREE™
ook & 8

8 8 - 120 °

Por consiguiente, del cuadrildtero exami-
nado en el problema anterior sc separan cua-

5 ’ Ry
tro tridangulos con el &rea S de esta ma-

nera, el Area del octigono buscado serd %__u

a8 B
A6

IL40. Supongamos que la recta HC corta
AB y LM en los puntos 7 y N, respectiva-
mente, la vecta AL corta £D en el punto K
y la recta BM corta PG en el punto P. Tene-
mos  Sacor = Sacux = Sarxes Spepe =
= S perp = SB&(NT; de este wmodo, Sscpg +
+ Sperec = Sanur.

II.41. Designemos con Q el irea del pen-
tdgono; s, S, y &, son las dreas de los triingulos
adyacentes a uno de los lados, a la base menor
¥y a otro lado; = es el édrea del tridngulo coin-
prendido entre los tridngulos, cuyas dreas son
Sy ¥ Sg, y es el drea del tridngulo comprendido
entre los tridngulos de las dreas s, v s;. Enton-

1
ces, $ + 2 + 8 — syt y f sy = - (r -+
+y +s;,+ Q) De esta manera, s, + 2z +
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e 8 b Syt yt =2ty t+s+ 0 =
=8, + 8, + §3 = Q.
I1.42. Si S es el area del paralelogramo,

entonces S4pux + Skep = -LS , por otra par-
K C ) P

1
e, Sppe = Sgret Skep = ‘Q‘S: por lo tan-

to, Sapg = Spxe: en forma  andloga
S s xp =S gep; samando las dos tltimas igual-
dﬂdesk obtenemos: SA BED = SC-'EKF'

Ny
11.43. Tenemos: |4Cy] 24t _

| ClB | ‘S‘C'Cl I3

i
B 5 |AC] - |CCy| sen £ ACC, _{AC| sen L ACC,

%iCC:I-ICBlsenL&CB 1BC| sen £ C1CB

Al obtener igualdades andlogas para las rela-

. {BA; | |CB,| ——
ciones ; r multiplicAndolas,
ey ¥ BaA p

obtenemos la afirmacion requerida.

II.4%. Demostremos que si las rectas A4,,
BB, vy CC, se intersecan en un punto (designé-
moslo por M), entonces It* = 1 (y, por con-
siguiente, también R = 1; véase el problema
11.43). Segin el teorema de los senos para el

.sen ZLACC,; _ |AM| 8
AAMC tenemos: Sn7 LAC — THEl Al escri

bir igualdades andlogas para los tridngulos
AMB y BM(C y multiplicindolas, obtenemos
la afirmacion requerida. Inversamente, sea
que R =1 y todos los puntos 4,, By, C; (o solo
uno de éstos) se hallan en los lados del trian-
gnlo; al trazar las rectas 44, y BBy, designa-
mos el punto de su interseccion con My,
sea que la recta CM, corta AB en el punto C,.
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Tomando en comnsideracion el planteamiento
del problema y la necesidad demostrada de Ia

condicion R = 1, tendremos que 0G| [P
AC 1€ 8]
S :C.,i;]| ; ademds, los puntos C, v C; se ha-

Han simultancamente en el segmenlo A5 o
bien fuera de éste. Por consiguiente, C, ¥
C, coinciden.

I1.45. Supongamos que 4y, B,, C; s¢ ha-
llan en ina recta. Tracemos por C la recta pa-
ralela a AF y designemos con M el punto de
sn interseccion con la recta A,£,. A partir
de la semejanza de los tridngulos correspon-

. vpd b 5
dientes oblenemos: ;ﬁ‘i}: e lffg;: - :; l;jl -
1 1§
lli;':f: . Al sustituir las razones corregpon-
“1

dientes en la expresiéon de R (véase el proble-
ma IL.43) y haciendo uso de estas igualdades,
obtenemos que B = 1. La afirmacion inversa
se demuestra de manera andloga a como esto
se hizo en ¢l problema II.44 (Lracemos la rec-
ta B,A, y designemos con C, el punto de su
interseccién con AFB, etc.).

I1.46. Compruébese que, si para las rectas
dadas R¥ = 1, también para las simétricas
serd lo mismo. Ademas, si la recta que pasa,
por ejemplo, por el vértice 4, corta el lado
BC, también la recta siméirica a ésta respecto
a la bisectriz del angulo asimismo cortara el
lade BC (véanse los problemas I[.43, 11.44).

[1.47. 51 A, B,, C, son log puntos medios
de los segmentos 40, BO, CO, respectiva-
mente, las rectas construidas resuttan simé-
tricas a las rectas 4,0, By}, €,0 respecto a
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las bisecirices del tridngulo 4,8,C, (véasc el
problema I1.46).

I1.48. a) Supongamos que la recta BM
corta AC en el punto B’ y la recta CK corta
AB en C'. Tracemos por M una recta parale-
la a AC y designemos con P y Q los puntos de
su inlerscccion con AB y BC, respectivamen-
(4B  |PM] ;
T < THoT Al trazar
por K una recta paralela a AB y designando
con E y F sus puntos de interseccién con CA

y CB, respectivamente, tendremos::—‘g%{— =
| FX|

TRET IHHagamos construccion andloga pa-

te. Es evidente gue

ra el punto L. Sustituyendo las razones que
figuran en R (véase cl problema 11.43), con
ayuda de estas igualdades tendremos cen cuen-
La que para cada segmento senalado en el nu-
merador habrd otro, ignal a éste, en el deno-
minador, por ejemplo: | PM | = | KE | .

b) Para concretar supongamos que la recta
! corta los segmentos Cod, CA, y forma con
OK el angulo agudo @. La recta 4,7 divide el
segmento MK (a partir del punto M) en la

————‘ELM“' . De manera andloga se cncuen-
SLK A«

tran las razones, en las cuales se dividen
los lados KL y LM del tridngulo KLM.
1Temos de demostrar que ticne Jugar la
igualdad 2 =1 (véase el problema IL.43).
Sustituyamos las razones de los segmen-
tos por la razén entre las arcas de los trian-
gulos correspondientes. La cxpresion R
contendrda en eof numerador Srya, ¥ en
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el denominador, Sgag,. Demostremos que
S:‘..M.—ll __senC
Sguc, — send
los del tridngulo ABC. Bs evidente que
S

o R
=L CoByAg-+ £ A ByCo=90° — ‘;'ZB + ¢ (esto
se deduce de que la circunferencia con el dii-
metro AQ pasa por By, Cy v A)) v £ B,A,0+
+£B,40=5

manera 4_8,,6' O= — LCBLCy=

= (90r—52) + zcon = (90°— £2 )1

+(180° — £C — £B0C,) = 90 — £E

+{(£B04— £C) = 90° — 2 B/2 + (180°—

=LA~ £LC—~@)=90°+ £ B/2— g, es decir,

sen £ A4 Body = sen £ C,B,C,. Por consiguiente,
C

donde A4 y € son los 4ngu-

i Preuisamente de Ja misma

S A, Bodo — 1BoA;|-|By4,] - sen —5--0s 35— .

Sc;BnCu 1300;{45’06'0[ con _g_"CDS":%“
sen £ ; . 6

- Sea r el radio de la circunferencia

inserita, |OL|= |OK| = |0OM|=a. Tendremos:

Seamar _ SroartSpoma,

Skare, SkormtSkone,

a? ¢ e &
72 .QBOBQ_’_-?-_' “' AgOBgAf

a a
—a S¢,0m, = Scy0Boey

3



a
i o
r S 4008, {'SA|130-41 SA(;OBQ)

i
r Seyomy (S ey By — Seyony)
a %
(7_1) S 4008, S 498ty _senC (La al
Ny S T osend
o C.J()Bo‘!‘ CyBoCy
S 4408,

tina igualdad se deduce de que 20220 —
Se,08

= % 402y g ) . Precisamente del mis-

SCoBuCu sen 4
mo modo separamos en ¢l numerador y el de-
nominador de la representacién R dos pares
de magnitudes més, cuyas razones seran igua-
les g %04 y senl - espectivamente Por lo

senB “ sen(’ P :
tanto, R = 1. Nos queda demostrar que el
nimero de los puntos de interseccién de las
rectas LA,, KC, y MB, con los segmentos
KM, ML y LK, vespectivamente, es impar.

I1.49. Examinemos el triangulo ACE,
por cuyos vértices estdn trazadas las rectas
AD, CF y EB. Los senos de los angulos for-
mados por estas rectas con los lados del trian-
gulo ACE son proporcionales a las cuerdas, en
las cualés estos angulos se apoyan: por con-
siguiente, la condicién de R =1 (véase el
problema I1.44) equivale a la condicién dada
en cl problema.

I1.50. Compruébese que la igualdad R = 1
se cumple (en el punto b} aprovechen el re-
sultado del problema 1.234) y que todos los
tres punlos se hallan en las prolongaciones de
los lados del tridingulo. De esta manera puesira
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afirmacion se deduce del teorema de Menelao
(véase el problema I1.45).

11.51. Segin la propiedad de las secantes
que parten de un punto exterior hacia la cir-
cunlerencia o segun la propiedad de los seg-
inentos de cuerdas de la circunferencia gque
pasan por un punto, tendremos: | BC, | X

X |BCy | = |BA, |- | B4, |, | CB, | X

X |CBy | ={CA, |- |CA, |, | 4B, | X

X |AB, | = AC, | - | AC, | . Ahora es fi-
cil comprobar que, si la afirmacién del teore-
ma de Ceva (igualdad R = 1) se cumple para
los puntos 4y, B, C,, ésta se verifica tainbién
para los puntes 4,, B,, C,. Ademds, do la afir-
macién del problema se deduce que los tres
puntos 4,, B,, C, 0 solamente uno de éstos se
hallan en los lados correspondientes del trian-
gulo (véase el problema II.44).

I1.52. Después de eseribir la igualdad
R = 1 (segun los teoremas de Ceva y de Mene-
lao, véanse los problemas I1.44 y II.45) para
los pllntOS AI, Bli CI; Al? Bl’ c2’ Al" B-_),
Cyi 4,, By, C, obtendremos que lambiéu para
los puntos 4, B,, C, se cumple la igualdad
R = 1. Ahora nos queda demostrar que los
tres puntos 4,, B,, C, se hallan en las prolon-
gaciones de los lados del triangulo (asi serd, si
los puntos A4,, B,, C, sc sildan en los lados
del triangulo) o solamente uno de ellos se en-
cuentra en la prolongacién (si en los lados del
tridngnio se halla wno de los puntos A,, B,
C,) v hacer uso del tcovema de Menelao (véase
el problema 11.43).

I1.53. Hagase uso del teorema de Mene-
laoc (véase el problema 11.45). En calidad de
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vertices del triangnlo dado témense los puntos
medios de los lados del tridngulo ABC, en los
lados y las prolongaciones de cuyos lados
se hallan los puntos examinados.

I1.54. Si « es la longitud del lado del
peutdagono MKLNP, b es la longitud del lado
del pentdgono con un lado en 4B, ¢ cs la
longitud del lado del peatdgono con

un lado en AC, entonces I[?:A.é: =_'g_1
)

|4Cy] _ b |CBy|l ' <

|BIAI -_?1 |A1(’1 “_? A‘- ml[ltlpllcal es-

tas igualdades, encontramos que R=1 ¥
aplicamos el teorema de Ceva (problema I1.44).

I1.55. Compruébese que los puntos A,
A, Az y By, B,, B;se hallan en los lados del
tridngulo ,0,0, (0,, 0,, O; son centros dc
las circunferencias) o en las prolongaciones
de estos lados y gque la razdén de las distancias
a partir de cada uno de estos puntos hasta los
vérlices  correspondientes  del trianguloe
40,0, ¢s igual a la razon de los radios de lag
circunferencias correspondientes. Luego se pue-
de aplicar el tcorema de Menelao (véase el
problema II.45) para cada uno de estos tres
puntos.

T1.56, T.a afirmacion del problema se de-
duce de los problemas 11.43, 11.44.

11.58. Valgdmonos de la  igualdad
sen Z.B, A4y, _ |AC:l | B4 Al
sen LAQAC] |AB[[ !Agcll :
ignaldades andlogas para otros angulos y mul-
tiplicdndolas, obtenemos nuestra afirmacién
a base de los resullados de los problemas 11.43
v [1.44.

oblener

234



I1.58. Apliquemos el teorcma de Menelao
a los tridangules ABD, BDC y DCA (problema
AL BQ np

45% servacion): . .
[1.45%  observacion) T oD 73

2. BA cn D¢ e o Ap DR
- * "MC "RD QD PD "EC -
X ——gﬁ = —1 (L. H y N son punitos de in-

tersecciéon de AB y PQ. BC y QR, AC y PR?,
respectivamente). Al multipiicar estas igual-
CN AL BM

dades, obtenemnos Y s £ — 4, os

decir, los puntos L, M vy N sc lhallan en
una recta.

I1.60. Examinemos el sistema de coorde-
nadas, cuyos ejes son las rectas dadas (es el
llamado sistema de coordenadas «afimy). La
ecuacion de la recta en este sistema, como siem-
pre, tiene la forma ax + by + ¢ = 0. Pri-
mero demostremos la necesidad de la condi-
cion dada. Supongamos que el punto N tienc
las coordenadas (u, v) y el punto M (Au,Av),
las ecuaciones de las rectas 4,B,, A,B,,
Ash,, A,B,, respectivamente, tendran la for-
maiy —v==~&—u,y—v=1~L@—u),
y—wAw = ky(x—A), y — v = k, (z —
— Au). Entonces, los puntos 4,, 4,, 43 A4,
dispuestos en el eje 2 tondrdn en este cje las

1 1 A
coordenadas & — —v, u — —v, Au — —v,
kq kg kg
A !
Mi — —p, respectivamente, v los puntos B,

ky
B,, By, B3, dispuestos en el eje y tendrian las
coordenadas v — ku, v — ko, Av — kghu.
W — kghu, respectivamente. Ahora es facil
comprobar el cumplimiento de la igualdad da-
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da en cl planteamiento. La suficiencia, como
siempre, puede demostrarse por reduccion al
ahsurdo.

I1.61. En los puntos a) y c¢) hace falta
aplicar log tecremas de Ceva y de Menelao
(problemas IL44* vy I1.45%, observacidn).
En el punto b), ademds, se emplea el resultado
del preblema anterior; en este caso es como-
do, al igual que en el problema anterior, exa-
minar el sistema de coordenadas afin, en el
cual como cjes figuran las rectas AB y AC,
micntras que los puntos B y € tienen las co-
ordenadas (0; 1) y (1; 0).

I1.62. Designemos con § el punto de inter-
seceidon de las rectas A, M, L y C,K. Apli-
quemos a los iridngulos SMK, SKL y SL.M
el teorema de Menelao (problema I1.45%,

e 0z s Kk, M4,
observacion), obtenemos 7.7 T 4
. LMy KC. SB. _ _ 4

C]K o : i"IIK C;.S B] L - :
iy Ghy A g Después de multi-

KL "BS "AM
plicar estas igualdades obtenemos:

KLy LMy  ME, _ ‘)

LM MK KL ' :
La igualdad (1) es la condicion necesaria y su-
ficiente de que las rectas A M, B, L y C,K se
corlen en un punto. La uvecesidad ya cosla
demostrada. La suficiencia se demucstra, co-
mo siempre, por reduccion al absurde. (De-
signemos con S’ el punto de inlerseccion de
AM vy B,L, tracemos S’'C,, designando por
K’ su punto de inlerseccidn con la recta dada
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y demostremos que K y K’ coinciden.) Puesto
que la igualdad (1) pasa a si misma al susti-
tuir K, L, M por K, L,, M; y viceversa, la
afirmacion del problema resulta demostrada.

11.63. Aplicando ¢l teorema de Ceva (pro-
blema [1.44% ohservacién) a los tridngulos

e b . AP BF
ABD, BDC \ (/DA. Oh‘:enl-inﬂﬁ. -}'D—B"-W)—\(
xDE _4 Bg € DF_, CR AE
EA oC GD ' FB RA "ED
><—~§—€—,--—1 Al wmultiplicar estas igualdades,
. AP BQ CR _ :
obtenemos: PF OC " T4 =14, es decir, las

rectas AQ. BR y CP se intersecan en un
punto. Designémoslo por N. Sea 7 el punio
de interseccion de PG y DN. Segiin el teo-
rema de Menelao (probloma [I.45*, observa-

- pDr NP (G
¢ion) tenemos W PC GD = --1, de donde
pr ___PC 6D _ _CP 6D o AE _
TN‘_'“NP' cc—":w' 7 Tl T ;T
4P  a
=L, _'_'FD =B, =7, entonces — =T
CR _ v CN___BA. a.-}-B_y_
RA o' NP PB AR B @
2 . CN Yy _ af+By+ya
Tw_“‘(i NP)_ b < Lox
T ap+By+ye . .
e in Misma razon
ende. TN e . En la misma razé

el segmento DN se divide por otras
rectas,

I1.64. Primero examinemos el caso limite,
cuando el punto IV sc encuentra «en el infi-
nitoy; entonces, las rectas AN, BN y CN son
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paralelas a la recta I. Sea que las distancias
desde los puntos A, B y C hasta la recta /
son iguales a a. » y ¢ {por razones de comodi-
dad supongamos que 4, B y C se hallan a un
lado de I}. Las rectas paralelas a ! que pasan
por 4, B y C. cortan Jas rectas B,Cy, C,4; y
AB, en los puntos A, B, C,. respectiva-

_ |4Ce) _ a+tc
mente. Es lacil ver que TN T
—ABids) _ bta  AGBa| _ ed b A

ARG T ate t 1B Al T bra
plicando estas igualdades, vemos que se cumple
la afirmacion del teorema de Menclao, o sea,
el probleroa 11.45 (hay que comprobar también
que en las prolongaciones de los lados del
tridngulo 4;5,C, se halla un ntimero impar
de puntos de 4,, B,. C,). Por lo tanto, los
puntos A,, B,, C, se silitan en una recta.

El caso general puede reducirse al exami-
nado, si. por ejemplo, se proyecla la disposi-
cion prefijada de los triangulos desde cualguier
punto del espacio sobre otro plano. Este punto
puede elegirse de manera que no se altere la
simetria de los tridngulos y el punto & pase al
infinito. Es posible no recurrir al examen tri-
dimensional, Introduzcamos un sistema de
coordenadas, tomando por el eje x la recta I y
por cl origen de coordenadas, el punto N.
Hagamos la translormacién 2z’ = 1/z, y' =
= ylz. Ademas, los puntos del eje z (y = 0)
pasaran a la recta y" = 0; los puntos simé-
tricos respecto al eje z pasarin a los simétri-
cos respecto a la recta y* = 0: las rectas pasa-
rdu a rectas; las rectas que pasan por cl origen
de coordenadas, pasardn a rectas paralelas a la
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recta ¥’ == (O (esta transformacion, en esencia,
es precisamente la proyeceidon indicada arriba).
Después de semejanle transiormacion obtendre-
mos la disposicion ya examinada.

11.65. Consideremos que las rectas dadas
son paralelas. Se puede logrario con ayuda de
fa proyeccion correspondienie o de fa trans-
formacion de las coordenadas (véase 1a solucién

<

Az

As

Fig. 16

del problema 11.64). Apliquemos al tridngulo
A A M ({ig. 16, N'K’ es paralela a las rectas
dadas) el teorema de Menelao (problema T1.45).
Tendremos:

Ll 4K IMN| | 1Ads] | [Aedel )

L4 | KM | INAy} — 14348l [K'M|

5 IMN'| _ (AsAyl  |MN'] | deds] _ |4i4al
1454, KM 14,851 14541 A1 "

o AIMA| | \Agdye 1AMy MAL 1AM
[ Agh 1A A5 LM [ AM| TMA

=1. Por ende, los puntos L, N y K se en-
cueniran en una recta. Se podria, en corres-
pondencia con la obgervacién a los proble-
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mas TL44 v TI45. examinar en vez de
Bl e, las relaciones Ak ote. En
|L461 " oy T LA )
este caso, el producto de las razones corres-
pondientes serd igual a (— 1)

11.67. El lugar gcométrico de puntos bus-
cado consta de dos rectas que pasan por el
punto siméirico al punto A con respeeto a la
recta I, v que forman angulos de 60° con la
recta Z.

11.68. El conjunto buscado es el arco 8C
de la circunferencia circnnscrita alrededor del
AABC, siendo aquél correspondiente al angulo
central de 120°.

I1.69. Si N es el punto de interseccién de

X
las rectas PQ y AB, entonces :i!\’: =
_ 1pci _ (cBI .
[AQ) = Jacy’ Cs decu-, N es un punto

fijo. Kl conjunto buscado es una circunferen-
cia con didmetro CN. Si ahora M es el puato
fijo. entonces D se halla en la recta paralela a
la recta MN que pasa por tal punto fijo L

|ALl __ |AN]|
en la recta 4B, para el cual (LBl ~— |CN{’

ademas, L estd dispuesto respecto al segmento
AB del mismo modo gue N respecto al seg-
mento AC.

11.70. Designemos con¢ el angulo entre
BDy AC; Sppx = |AK|-|PD|sen ¢, Sypc=
= -;—|BP| - | DC| sen (I)--‘?-‘%— | BP| - |AD} sen .

Puesto que S, pr==Sgpc, entonces [AK| X

2 AK PD
X |PD| = {BP|-|4D| o bien ‘IADI| . :BP: -
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—1, pero seglin el teorema de Menelao para
A BDK (véase ¢l problema 11.45) 1::‘;: pd
% :ﬁgll . |I§:}J:fll =1 (M es el punto de inter-
seccion de AP y BK), por consiguiente,
|BM | = | MK]|, es decir, el lugar geométrico de
puntog buscado es la linea media del AA4BC,
paralela al lado AC (pero si los puntos P y K
se toman en las rectas AC y BD, obtenemos la
recta paralela al lado AC, que pasa por los
puntos medios de los segmentos AB y BC).

I1.71. Sea C el vértice del angulo dado; b,
su magnitud. Bajemos desde O las perpendicu-

Fig. 17

lares OK y OL sobre los lados del éamgulo
(fig. 17, a). Alrededor del cuadrilatero OKA M
se puede cireunscribir una circunferencia. Por
consiguiente, / KMO = / KAO. De manera
analoga, /OML = £ORL. Por lo tanto,
/L KML = /. KAO + L OBL = o + B, es de-
cir, M se halla en el arco de Ia circunferencia
que pasa por A v I y contiepe el dngnlo o +
+ PB; ademéas, lodos los puntos de este arco
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pertenecen a nuestro conjunto. Si « << B, en-
tonces con csto se agota nuestro conjunto. Pero
si o = B, se agregan los puntos 37 por el otro
lado de la recta KL, para Jos cuales Z KML =
= a — B (fig. 17, b); ademnds, serd un conjunto
de puntos ¢] par de arcos. cuyos extremos se de-
terminarén por las posiciones limites del dngu-
lo AOB. Si los rayos del angulo inmévil B y
del mévil « se prolongan, o sea, en vez de los
angulos se examinan pares de rectas, el con-
junto buscado serd un par de circunfercncias
(que contienen ambos arcos, de los cuales he-
mos hablado antes).

{I.72. Examinemos el cuadrilatero DEP M,
L. DEM = /. DPM = 90°, por consiguienle,
este cuadrilatero es inscrito. Por lo tauto,
/DME = £ DPE = 45°. El lugar geométri-
co de puntos buscado es la recta DC.

I1.73. Examinemos el caso, en que el pun-
to £ se halla en el interior del dngulo dado.
Eo primer lugar, notemos que todos los
ABCD (fig. 18) que se obtienen, son semejan-
tes entre si, puesto que £ BCD = £ BMD,
/ BDC = £ BMC. Por eso, si N es el punto
medio de CD, los dngulos BNC y BND seran
constantes. Circunscribamos alrededor del
ABNC una circunferencia. Sea X el segundo
punto de intersecciéon de esta circunfercncia
con MC. Puesto que L BEM = 180° — L BNC,
el punto K resulta fijo. De mancra analoga serd
fijo el punto L que es el segundo punte de in-
terseccion de la circunferencia circunserita al-
rededor del ABND con larecta MD. Ademds,
L LNK = /LNB + £ BNK = 180° —

— /. BDM -+ £/ BCK = 180°, es decir, &N =e
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halla en la recta LK. El conjunto de puntos A
es el segmento LK y el lugar geométrico de
centros de masas del AMCD sera cl segmento
paralelo a aquél que divide M K en razén de

Fig. 18

2:1 (se obtienc con ayuda de la homotecia con
el centro en M y la razém 2/3).

I1.74. Si O es el vértice del dnguloy ABCD
es un rectangulo (4 es fijo), los puntos 4, 3,
C, D, O se hallan en una circunferencia. Por
consiguiente, £ C0A = 90° es decir, el punto
C se encuentra en la recta perpendicular a OA,
que pasa por O.

11.75. Notemos que todos los tridngulos
ABC que se obtienen, son semejantes entre si.
Por consiguiente, si en cada tridngulo se toma
el punto K que divide el lado BC en una mis-
ma razén, puesto que /. 4 KC conserva el valor
constante, el punto K describird una circun-
ferencia. Por lo tanto, el punto A7 que divide
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AK en razéu constante. también circunscri-
birda una ciccunferencia que se obtiene de la
anterior con ayuda de la homotecia con el
centro en el punto A y la razén &k = | AM |/
i|AK |. Este razonamiento se emplea en todos
los puntos: a), b} ¥ ¢).

I1.76. Sca K el punto medio de AB v A,
el pie de la perpendicular bajada desde A
sobre AC. Todos Jos triangulos A KA son seme-
jantes entre si (por dos 4ngulos), por consi-
guiente, lo serin también todos los tridngunlos
ABM. De este modo es fécil obtener que el lu-
gar geoméirico de puntos buscado sea la cix-
cunferencia con cuerda BC; ademis, los dn-
gulos que se apoyan sobre esta cuerda, son
iguales al angulo 4 M 2B o al complementario a
éste. (El arco menor de esta circunferencia
estd dispuesto al mismo lado de BC que el
arco mepor de la circunferencia de partida.)

H.77. Si M, N, L y K son puntos dados
(M y N se hallan en lados opuestos del rec-

0\,\‘.‘

Fig. 19

tangulo, L y K, también), P es el punto
medio de MN, Q es el punto medic de KL. O
es el punto de interseccion de las diagonales
del rectangulo (fig. 19}, entonces £/ POQ = 90°.
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Por consigniente, el punto geoméirico de pun-
tos buscado sera la circunierencia construida
sobre PQ como sobre el didmetro.

I.78. Designemos los radios de las ecir-
cunferencias dadas por R v r (R > r). el punto
de tangencia de la cuerda BC con la circunfe-
rencia menor, por ; sean A y L los puntos de
interseccion de las cuerdas AC v AB con la
circunferencia menor y, por fin, O, el ceniro
de Ia circunferencia inscrita en ¢l AABC.
Puesto que las dimensiones angulares de los
arcos AK y AC son iguales, enlonces
| AKX | = rzx, | AC | = Rz; de aqui
obtenemos | DC |? = | AC |-] CK | =
= (R—r) R2*. En {forma andloga | AB | = Ry,
|DB|2 = (R — r)Ry% por consiguiente,
ICD1 | = |4C)

| DB} 7T e decir, AD es la hisec-

triz del 4dngulo BAC. A continuvacion lene-
— | AQ} e jACH e Rz » R

oD iChl  V(R=» Rz R—r’
De este modo, el lugar geométrico de puntos
buscado sera la circunflerencia tangente por
interior a las dos dadas en el mismo punto

A, con el radio p=r ol S .
14Dl YR+ 1V R—r

11.79. Sean O, ¥ O, los centros de las cir-
cunferencias dadas, la recta 0,0, corta las
ciccunferenciag en los puntos 4. B, C. D (su-
cesivamente). Examinemos dos casos.

a) L&l rectangulo KXLAMN esta dispuesto de
tal manera que los vértices opuestos XK. A
se hallan en una circunferencia v L v N. en
la otra. En este caso. si P es el punto de inter-
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seccién de las diagonales (fig. 20, a), entonces
1O P — |OP P =(OK|P—|KP|?) —
—(1OL P — | LP PP) = |O4K |* —

— | 0,L 12 =R, — R;, donde R, y £, son los
radios de las circunferencias, es decir, el punto

il
AR
r l i ¥ 1 ¥rl
(/A
Ny M

P se halla en Ja cuerda comtn de lag circun-
ferencias; ademas, se excluyen el punto medio
de la cuerda coman y sus extremos, puesto quo
en este caso el rectingulo degenera.

b) Dos vérticos vecinos del rectingulo
KLMN se hallan en una circunferencia y los
otros dos, en la otra. Puesto que las perpendi-
culares bhajadas desde O, sobre KN y desde O,
sobre LM deben dividirlos por la mitad, la
recta 0,0, es cl eje de simetria del rectingulo
KLMN.

Sea que R, << R, y el radio 0,L forma el
iangulo ¢ con la linea de centros. Tracemos por
L la recta paralela a (,0,. Esta recta cortara
Ia circunferencia @, en dos puntos X, y K,
v al punto L le corresponderin dos rectangu-
los: K\ LMN, y K,LAN, (fig. 20, b). Al variar
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¢ desde O hasta n1/2, el éngulo ) formado por el
radio O\K; v el rayo 0,0, cambia desde 0
hasta cierto valor ,: al seguir variando @
(desde n/2 hasta =) ¢ disminuye desde 1,
liasta 0. I3n este caso los centros de los rectin-
gulos K LMAN, trazardn un segmento desde el
punto medio de CD hasta el punto medio de
BC, excluyendo los puntos exiremos y el punto
de interseccion de este segmento con la cuerda
comin. De manera analoga, los centros de los
rectangulos K,LAMN, llenarin el intervalo con
los extremos en los puntos medios de A5 y
AD (los extremos del intervalo no forman par-
te de nuestro lugar geométrico de pumntos).

Si los tres vértices del rectingulo y, por
consiguiente, también el cuarto se hallan en
una circunferencia. el centro del rectangulo
coincide con el centro de la circunferencia co-
rrespondiente.

De esta manera, el lugar geométrico de pun-
tos buscado es la unidén de tres intervalos: los
extremos del primero son los puntos medios de
AB y AD. los extremos del segundo son log
puntos medios de BC y €D, los extremos del
tercero son los puntos de inlerseccion de las
circunferencias. Al mismo tiempo se excluye
el punto medio de la cuerda comiin.

I1.80. Si By C son los puntos primero y
segundo de reflexién, O es el centro, entonces
BO cs la bisectriz del dngulo CBA. El trayecto
de la hola es simétrico respecto al didmetro
que contiene C, por eso A sc halla en este did-
metro. Si £ BCO = £CBO = ¢, entonces
LABO = ¢, £ BOA — 2q; aplicando el teo-
rema de log senozs al AABO (| BO | = R,
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a

R
| O4 | = a), obtenemos: senogp | seng ' do
R

donde cos 29 = 2_&3 y cuando «a >3, se

puede encontrar ¢. Respuesta: los punlos dis-
puestos fuera de la circunferencia del radio
R/3 con el centro en el centro de la mesa de
bitlar.

I1.81. El lugar geométrico de puntos bus-
cado son dos rectas perpendiculares a las rec-
tas dadas.

I1.82. Si la recia AB no es paralela a I,
existen dos circunferencias que pasan por A y
D y son tangentes a I. Supongamos que sus cen-
tros son O; vy O,. El lugar geométrico de pun-
tos buscado es la recta 0:0,, excluyendo el in-
tervalo (0,0,). Si AB es paralela a {, el lugar
geométrico de puntos buscado consta de un
rayo perpendicular a I,

I1.83. a) Sea 4 (fig. 21} c} vértice de cierto
tridangulo. Prolonguemos el segmento 4 M mas

alla de M on la magnitnd | MN | = 3 [AM |.

El punto /¥ es el punto medio del lado opuesto
al vértice 4, por congiguiente, N ha de si-
tuarse en el interior de la circunferencia cir-
cunscrita, es decir, en el interior de la circun-
ferencia con el centro en O y el radio | 04 |.
Bajemos desde O la’ perpendicular O sobre
AN, Debe cumplirse la desigvaldad | AR | >
> | RN 1. Si LAMO = 90°. esta desigualdad
se cumple automaticamente. Pero si L AMO <
<< 90° entonces | AM | — | MR | > | MN |+

1 MR | => | AM | — 3 | AM | >
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>2| MR = |AM | >4} MR |. Empero R
se halla en la circunferencia o con el didmetro
(M, por lo tanto A debe estar fuera de la cir-
cunferencia homotélica a la circunferencia o
cont la razén 4 y el cenlro de homotecia en A7,

Fig. 21

ILuego, el punto & no debe estar en la circun-
ferencia o, pueslo que, en caso contrario el
lado del tridngulo, cuyo punto medio es ¥,
siendo perpendicular a ON, se hallaria en la
recta AV, es decir, todos los vértices del tri-
dngulo se encontrarfan en una recla. Por con-
siguiente 4 no debe disponerse en la circun-
ferencia homotética a « con el centro de ho-
molecia A y la razén igual a —2. De esta
maunera. si en la recta QA4 tomamos sucesiva-
mente Jos puntos L y K de tal modo que
| LO |+ |OM | | MKE1=38:11:2, ¥ cons:
tenimos sobre LA como sobre didmetro la
circunferencia Z, sobre A7 A, la circunferencia 2.
seran lugar geométrico de puntos buscado todos
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los puntes fucra de la circunferencia 7, exclu-
yendo los de la circunferencia 2, menos el punto
K (el punto & forma parle de nuestro lugar geo-
métrico de puntos).

b) Si O es el centro del circulo circunscrito,
M es el centro de masas del tridngulo, enton-
ces A (véase el punto a)} serd el punto de inter-
seccion de las alturas del tridngulo (véase el
problema 1.20). Pero para el triangulo obtusan-
gulo la distancia desde el centro del circulo
circunscrito hasta ¢l punto de interseccién de
las alturas es mayor que el radio del circulo
circunserito. Por consiguiente, los vértices del
tridngulo obtusingulo se encuentran cn el in-
terior de la circunferencia 3 construida sobre
LK como sobre didmetro, fuera de la circunfe-
rencia 7 v excluyendo los puntos de la cir-
cunferencia 2 (ademaéas, los vértices de los
angulos obtusos se hallan en ¢l interior de la
circunferencia 2).

Fig. 22

I1.84, Sea ABC (fig. 22) el rectingulo re-
gular de partida: A,5,C;, un tridangulo arbi-
trario, en ol cual A.,C, || AC, A,B ||AB, O
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es el centro del circulo, O es el punto de in-
terseccion de las alturas del A A4,B,C,. Sea
que £ BOB, = ¢. Puesto que 0,5, || OB. en-
tonces /0B,0, = ¢; dado que / C,0,B; ==
= £ C08, = 120°, resulta que el cuadrila-
tero 10408, estd inscrito en cierta circunfe-
rencia y, por lo tanto, £.0,0C, = £ OB, ==
= 3” — g. De esta manera. /0,08 = ¢ +
+ 120° ++ 30° — @ = 150°, es decir. la recta
00, es paralela a CB. Para determinar cudn
lejos puede «apartarse» el punto O, de csta
recta, notemos que para determinar la posicién
del punto O; hay que trazar por el punto
variable B; una recta paralela a OB hasta que
se interseque con la recta que pasa por O pa-
ralelamente a CB. Es evidenle que los puntos
mas alejados se obtendrin para los extremos
dol didmetro perpendicular a OB. Conque, MN
serd parte de nuestro Iugar geométrico de pun-
tos, o =ea, un segmento de la recta parale-
la 2 CB, con longitud igual a 4R y el punto
mediv en O, mientras que serdn todo el lugar
geométrico de puntos tres segmentos semejan-
tes (se excluyen los extremos de los seg entos).

I1.85. Si A BC (fig. 23) es el tridngulo dado
v el vértice del rectdngulo circunscrito AKXKLM
coincide con A (B se encuentra en XL; C, en
L), entonces L pertenece a la semicircunfe-
rencia con didmetro BC; ademés, los dngulos
ABL y ACL son obtusos, es decir, L puede
tener dos posiciones extremas: L, vy ZL,,
LI1,CA = £ L,BA = 90°% el centro O descri-
bird un arco, homotético al arco 7.,L,. con el
cenlro de homotecia en 4 v la razén 1/2.
Respuesia: si el tridngalo es acutdngulo, cl
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conjunto buscado es un triangule curvilineo,
formado por losarcos de las semicircunflerencias
construidas sobre las lineas medias como
sobre didmetros y dirigidas al interior del tri-
sngulo de las lineas medias; pero si ol trian-
aule no es acutangulo, el conjunto buscado

|z T\
-““"‘-H‘ 2 h
i e 1
N~ ™ 1

4_-().( S 1&

/{/ 7 3 [‘/"
6?
A M

Fig. 23

estd formado por dos arcos de las semicircunfe-
rencias construidas de la misma manera sobre
dos lineas medias menores.

I1.86. Si cl primer cnadrado (fig. 24) gira
alrededor del punto M en 60° en sentido de las
agujas del reloj o en sentido conirario, el mis-
ino debe caber por completo en el interior del
segundo. Inversawente, a cada cuadrado dis-
puesto en el interior del mayor, siendo aquél
igual al menor, cuyos lados forman angulos de
30° y 60% con los lados del mayor, le corres-
ponde el punto A que posee 1a propiedad nece-
saria. (En la figura esle cuadrado se designa
con Ia linea de trazos.) Liste punto sera el
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centro de giro a 60° que hace pasar el cuadra-
do APCD al cuadrado A4,8,C.D,, se puede
obtenerlo a partir del O, girando en direccién
necesaria alrededor de O e¢n 60°. Examivemos
las posiciones extremas de los cuadrados
A.B,C Dy (cnando dos vértices estdn en los

IFig. 24

lados del cuadrado mayor). Sus centrossirven
de vértices para el cuadrado KLRN, cuyo
lado, rospectivamente, es igual a b —

_—;—a (V3 + 1) (los lados del cunadrado

KLRN son paralelos a los lados de los cua-
drados dados, el centro coincide con el centro
del mayor). Los centros de otra familia de
cuadrados que forman con los lados del cua-
drado mayor los dngulos de 30° y 60° también
lenan el cuadrado KLRN. De esta manera, el
lugar geométrico de puntos buscado estd
formado por la reunién de dos cuadrados, uno
de los cnales se ha obienido a partir del cua-
drado KRN, girando éste alrededor de O
en 60° en un sentido, y el otro, girando en 60°
en sentido contrario.
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El problema tiene solucién, si b >
= % (V'3 + 1) (los puntos ¥ y Q pueden ha-

tlarse en la frontera de sus cuadrados).

I1.87. Semejante punto M es amico, o sea,
es el ceniro de masas del tridingulo (punto de
interseccion de las medianas). Es [dcil des-
cubrir que en este caso para cualquier punto &
en la frontera del tridngulo como punto P
puede tomarse uno de los vértices del triangu-
lo. Tomemos cualguier otro punto M,. Con-
cideremos que este punto se encucntra en el
interior o en la frontera del AAMD, donde M
es el centro de masas del AABC, D es el punto
medio de AC. Tracemos por M, la recta para-
lela a BD y como N tomemos el punto de in-
lerseccion de esta recta con AD, designando
con M, cl punto de su interseccién con A M.
Es evidente que para cualquier punto £ en ol
interior o en la frontera del tridngulo el 4rea
del AM NP no supera el drea de uno de los
triingulos AM.N. M NC. M,N5. Es evidente
también gue

SA,..,IN<:SA_.,”,=%-S. Luego, si |{AD|=

Syow
=|DC|=a. |ND|==x, cotonces 22 —

SSMDC
1N r 2 % - Ay
| M N| | NC| __a’—x <. Por Tiis, MiNE _

T |\MD) | DC|T T at Saap
1M N| IND]| __ (@a—7)z < 1.
| MDD TAD]| a?

TE8R. Si A, B, C son los angulos del
AABC, los dngulos del AABI son iguales a
A B .

L, o0 dt (fig. 253 po consiguiente,
oy i 9 B p =
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el lugar geométrico de puntos buscado es un
par de tridngulos, cuyos lados son segmentos
de rectas, mientras gue el tercero es el arco

que es parte del segmento construido en A7,
el cual contiene el dngulo a/2.

I1.89. Levantemos en el punto M la per-
pendicular respecto a BM; sea P el punio de
interseccion de esta perpendicular con la per-
pendicular levantada en el punto B hacia la
recta de partida. Mostremos que la magnitud
| PB | es constanle. Sea que £ MBC = ¢; de-
signemos con K v L los pies de las perpendicu-
lares bajadas desde 4 y C sobre M. Segun
el planteamiento,

'ﬁﬁ: +- Il if“ —k, pero |LC|=|BC| sen .,
- T : | :”K| :

|AK} = |BA| sen q. Por lo ;;ul,o, _-_*jfé T
| ZM | 4 | BM | 4= | BK{ |

w | BC | sen ¢ e | BA | seng +
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: _*_IB,;-’I)W?II:L[ Jornxs | BAf| 7 1

o o 1
f BC|seng sen @ { X1
I 1 ]_‘( |BK| |IBL )_
| BC| 7 = \ | B4 |sen g | BC[seny /
_ {BM| _ k|BAl-]BC) B
= e = TR e o 0Bl =
_k|BA|-| BC|

=TAATERCT” lo que habta que demostrar.

Por cousiguiente, el lugar geométrico de
puntos buscado son dos circunferencias tan-
gentes a la recta AC en el punto B, eon
k| BA|-| BC|
[BATfIBCY

I1.90. Prolonguemos AQ mds alla del pun-
to Q y tomemos en este rayo el punto M de

manera que [QM | = -%- 1 AQ |, y el punto

Ay de tal modo que | MA, | = | AM |; M es
el punto medio del lado B¢ del tridngulo A BC;
LCBA, = £BCA. L£ABA, = 180° —
— L BAC.

Por consiguiente, si sobre AM, MA, v 44,
construimos circunferencias como sobre did-
metros, el lngar geométrico de puntos buscado
cstard formado por los puntos dispuestos fnera
de Ias primeras dos circunferencias y en el in-
terior de la tercera circunferencia.

I1.91. Examinense los 4 casos: el tridingulo
ABC os acutingulo; uno de los angulos 4, B
o C es obtuso. En todos los casos se puede ex-
presar las magnitudes de los dngulos del iri-
angulo A BH por medio de los dngnlos del tridn-
gulo 4RC.

I£.92. Si los exiremos de los rayos no coin-
ciden, el lugar geomélrico de puntos buscado
estd formado por partes de las lineas siguien-

didmetros iguales a
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tes: las biseclrices de dos dngulos formados por
lag rectas gue contienen los rayos dados. la
mediatriz hacia el segmento que une los extre-
mos de los rayos. y dos pardbolas (pardbola es
el lugar geométrico de pwuntos equidistantes
del punto dado v de la recta dada). Si los extre-
mos de rayos coinciden, el lugar geométrico de
puntos buscado consta de 1a hisectriz del dngulo
formado por los rayos. y de una parte del pla-
no en el interior del dngulo originado por las
perpendiculares levantadas en los extremos de
los ravos.

I1.93. Sea A4 el vértice del dngulo. Se pue-
de demostrar que el centro de la circunferen-
cia circunscrita alrededor del AMON, coin-
cide con el punto de intersececién de la bisec-
triz AQ y de la circunferencia circunscrita
alrededor del AMYN. Sea o la magnitud del
angulo; r. el radio de la circunferencia; X, el
punto medio de 40. Tomemos en la bisectriz
AO los puntos L v P de manera que

I

ALl == 4P =
S0 T( —1—‘5911—2—)
- & . Bl lugar geométrico

SeN -r‘;'— {1 —&0n %}

de punlos buscado consta del segmento KZ
(al mismo tiempo K no forma parte de este
conjunio y . si) v del rayo que yace en la bi-
sectriz, con el origen en P,

I1.94. Designemos: O,. O, son los cenlros
de circunferencias; ry. ry, sus radios, M es el
punto medio de 4AB. O, ¢l punto medio de
0,0,. Tenemos (segan la férmula de la longi-
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tudide la mediana, problema [.44} | 0,37
=2 (2542108 — AR P, | 0M P=
= T2 +2104 F— 4B P),

|08 F =5 (10,0, 4 4|08 F — 23),
10,4 | =% (100 F + 4|04 P — 273).

De esta manera, |O\M P — |0, P =1} —
— 12, es decir (problema I1.1), los puntos M
estdn dispuestos en la perpendicular irazada
hacia 0;0,. Si las circunferencias de radios
diferentes no se intersecan, el lugar geométrico
de puntos buscado consta de dos segmentos
que se obtienen de la manera siguiente: en el
segmento con los extremos en los puntos me-
dios de las tangentes exteriores comunes hay
gue eliminar los puntos, dispuestos entre los
puntos medios de las tangentes interiores co-
munes (si M es el punio del segmento con los
extremos en los punfos medios de las tangen-
tes interiores comunes, la recta que pasa por
perpendicularmente a OM, no corta las cir-
cunferencias). En los demas casos {las circun-
ferencias se intersecan o son iguales) el lugar
geoméirico de puntos buscado es todo el seg-
mento con los extremos en los puntos medios
de Jas tangentes exteriores comunes.

11,95, a) Puesto que L FNB = 90°
/. CNM = 135°, £ FNM = 45° (supongamos
que | AM | > | M8 |), entonces Z FNC = 90°
v (', N v B se hallan en una recta, etc.

b) Examinemos el (ridnguloe rectdngulo isds-
celes ABK con la hipotenusa AL (K estd
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por el otro lado de 4B que los cuadrados). El
cuadrilatero A N BXK es inscrito, por consiguien-
te, LANK = LABK = 45°, es decir, NK
pasa por M.

El lugar geomélrico de puntlos buscado es la
linea media del tridingulo ALB, donde L es el
punto simétrico al punto K con respecto a 4 5.

J11.96. Sea A el punto de interseccién de Ia
mediatriz v de la tangente; (@, el centro
de la circunferencia; A, su radio. Tenemos:
[ON P — | NAPR = R 4+ |MNJP —
— | NA |* = R*. De esta manera, el lugar geo-
métrico de puntos buscado es la recta perpen-
dicular a OA4 (problema I1.1).

11.97. Si O, y O, son los centros de las cir-
cunferencias dadas, Q, ¥ Q3 son los centros de
las circunferencias circunscritas alrededor de
los tridngulos ABC, vy ABC, entonces
0,0,0,0Q, es un paralelogramo. La recta 0,0,
pasa por el punto medio del segmento 0,0,
(punto D). El segundo punto de inlersecciéon
de las circunferencias circunscritas alrededor
de los tridgngulos ABC, y AB,C es simétrica al
punto 4 respecto a la recta Q;Q,. El lugar
geométrico de puntos buscado es la circunfe-
rencia con el centro en el punto D y el radio
| AD |.

I1.98. Sean O, y O, los centros de las cir-
cunferencias dadas; r, y r,, sus radios. Vea-
mos dos tridngulos rectingulos isésceles con
la hipotenusa 0,0,: 0,0,0 y 0,0,0. El lu-
gar geométrico de puntos buscado son dos ani-
llos con centros los Oy O’ y losradios: exterior

P y ) .. 2
-V—;- (ry -+ ro) e interior -l—g—— | ry — ry | De-
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mostrémoslo. Sea A un punto en la circun-
ferencia O3 N, en la circunferencia Q,. Si M
es fijo v N recorre la segunda circunferencia,
los vértices de los angulos rectos de los trian-
gulos rectangulos isésceles describen dos cir-
cunferencias de radiolr—z2 ry que se obtiencn a
partir de )a circunferencia O, girando alrede-
dor de M a un Angulo de 45° (en un seatido y
en otro) mediante la homotecia ulterior con el
centro en M y la razén V272, Sea O, el cen-
tro de una de estas circunferencias. E]l punto
(4 se ha obtenido a partir de O, girando alre-
dedor de A en el sentido correspondiente y
mediante Ja homotecia con el centro M y la
razén | 2/2. Pero O, puede obtenerse median-
te el giro correspondiente ¥ la homotecia con
el centro O,. Por consiguicnte, cuando M des-
cribe la circunferencia O,, O,; describe una
I 2

circunferencia de radiaT r, con el ceniro

en O u O'.

11.99. La unidn de tres paralelogramos cons-
truidos es un paralelogramo circunscrito al-
rededor del Lridngulo dado, dividido en cuatro
menores. No es dificil expresar las razones, en
las cuales cada una de las diagonales examina-
das se divide por olra diagonal, por medio de
los segmentos de lados del paralelogramo
mayor.

Si los paralelogramos son rectdngulos, tras-
ladando paralelamente dos de las tres diagona-
les examinadas, formemos con éslag un (riin-
gulo igual al dado; pere esto significa gue los
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angulos entre éstas son iguales a los dngulos
correspondientes del tridagulo o bien comple-
mentan éstos hasta 180°. El lugar geométirico
de puntos buscado es la circuaferencia que
pasa por los puntos medios de los lados del
triangulo dado.

I11.100, Demostremos | AM |

: . emostremos gue an

= | cos L BAC |, donde D es el punto de in-
terseccion de A M con la circunferencia. Sea O
el centro de la circunferencia; P. ¢l punto me-
dio de BC; K, el punto medio de 4 H. Los
triangulos DOA y MKA son semejantes.
Por consiguiente L1 0 I 1
' > 14D| | 20| {0B]
= | cos L BAC |. El lugar geométrico de pun-
tos buscado estd formado por dos arcos que
pertenecen a dos circunferencias diferentes.

J¥.101. Supongamos que B, y C, son los
puntos medios de los lados AC y AB; BB, y
CC, son las alturas, K cs el punto medio de
DE {fig. 26), GK v Cy,N son perpendiculares a
AR, B,M es perpendicular a AC. Entonces,
IMLp _ 16G _ _|XKP) DG (T W1
| N (€€l |CoCrl [BCl  °
tima igualdad se deduce de la semejanza
de los triangulos DCE y ABC; K, P v C,, Cy
son los puntos correspondientes en estos tri-
angulos). Precisamente de la misma mancra la
mediatriz trazada hacia DF corta MN en el
punto L; tal que ] o B0 es decir

N M| Bl '
los puntos L y L, coinciden.

El lugar geométrico de puntos buscado es
la recta AN
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I1.102. Es evidente que cualgquier punto de
cualquier altura del tridngulo ABC pertenece
al lugar geométrico de puntos buscado. Mostre-
mos que no hay otros puntos. Tomemos el pun-
to M que no se halla en las alturas del trian-
gulo AZC. Supongamos que la recta BM corta

Fig. 26

las alturas hajadas desdec los vértices 4 y C en
los puntos M, y M ,. respectivamente. Si para
los tres puntos M,, M, y M se cumpliese la
condicién del problema, tendrian lugar las
igualdades Z MAM, = L MCM,, L MAM, =
= LMCM, y los cinco puntos 4, M, M,, M,
y el punto C, simétrico a C respecto a la recla
BM, se hallarian en una circunferencia. lo
que es imposible.

I1.103. Notemos que. si por M pasa cual-
quicr recta [ que posee la propiedad necesaria,
existe la recta {, que pasa por 3 y algtin vér-
tice del tridngulo, o bien la recia I, que pasa
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por M perpendicularmente a algin lado del
tridngulo, que posee esta misma propiedad.
En efecto, supongamos que la recta I corta los
lados 48 y CB del tridngulo ABC en los pnn-
tos Cy v A, y el punto B,, simétrico a B con
respecto a I, se encuentra en el interior del
AABC. Hagamos girar ! alrededor de M de
tal manera que B, se aproxime por el arco de
la circunferencia correspondiente hacia AR
o BC hasta que el punto €, o B, coincida con
el vértice € o A (obtenemos la recta 1)), o B,
quede sobre el lado correspondiente (obtendre-
mos la recta I,). Designemos con o el con-
junto de los puntos de nuestro triingulo dis-
puestos en el interior del ¢nadrilatero limitado
por las bisectrices, trazadas hacia los lados
menor y mayor del tridngulo, y las perpendi-
culares levantadas hacia los lados menor y
mayor en sus puntos medios. {Si el tridngulo
dado es isGsceles, entonces o es vacio. En todos
los demds casos o es un cuadrilatero o un pen-
tagono). Ll lugar geométrico de puntos bus-
cado consta de todos los puntos del tridngulo,
excluyendo los puntos interiores de a.
I1.105. Tenemos: IMB |2 = a* +
+c?cos®’ A = a® 4+ 2 — ¢? sen® A = q? +
4 —a?sen®* C = ¢? + a?cos® C = | NB .
I1.107. Demuéstrese que el punto simétri-
co al punto de intersecciéon de las alturas del
tridngulo respecto al lado del triangulo, se
halla en la circunferencia circunserita.
I1.109. Supongamos que H es el punto de
interseccién de las alturas del triangulo A BC;
AD es la altura, K., L, M. N son las proyeccio-
nes de D sobre AC, CH, HI3 y BA, respecliva-
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mente. Aprovéchese que K y L se hallan en la
circunferencia con diametro CD: L v M, en la
circunferencia con diametro HD; M vy N, en
la circunferencia con didmetro DB,

F.111. Demuésirese que el radio de la ¢ir-
cunferencia circunscrita alrededor del tridn-
gulo examinado es igual al radio de las cir-
cunferencias dadas y estas circunferencias son
simétricas a la circunferencia circunscrita res-
pecto a log lados del {ridangulo.

F1.112. Supongamos que ABCD es el rec-
tangulo dado; K, L, M v N se hallan en las
rectas AB, BC, CD y DA, respeclivamente:
P, es el segundo punto de interseccion de la
recta LN con la cirennferencia circunscrita
alrededor de ABCD (cl primer punlo cs P).
Entonces, BP, [| KN, P.D || LM y £ BP,D —=
= 90°. Por lo tanlo, KV | LM. Ademss,
LN 1 KM; de esta manera, N es el punto de
lnterseccion de las alturas del AKLI. Ahora,
para concretar, supongamos que L y N se
encuentran en los lados BC y DA. Designe-
mos |AB|=a, |BC| =0b |KP|=g,
| PN | = y. La recta KN divide BD en la ra-
(a-}-y)x
(b—=x)y
En la misma razén también la recta LM di-
vidied BD.

11.143. Los segmentos |AP |, {BO | y
| CR | pueden expresarse por medio de los
lados del triangulo, por ejemplo: | AP [=

be

bt

MN.114. Sea I el punto medio de AD.
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Compruéhese que |BF | 4 |FM P =
= | BM |

IT.115. Tracese por D la rects perpendicu-
lar a la biscctriz del angulo 4, designese los
puntos de su interseccién con AB v AC por K

y M y demuéstrese que |AK | = |AM | =
== b-;-c. Puesto que |AC, | = |48, | =
=p—a, |AC; | = 1 BCy | = p (p es el se-

miperimetro del A4 BC; a. b. ¢ son sus lados),
los puntos K y M seran los puntos medios de
los segmentos C,Cy ¥y B 5,

I1.116. Demuéstrese que ! forma con 4D
los mismos angulos que la recta BC tangente a
nuestra circunferencia. De aqui se deduce que
otra tangente a la circunferencia que pasa por
D, serd paralela a I

I1.117. Construyamos una circunferencia
tangente a las rectas MN, AC y BC, de mane-
ra que los puntos de tangencia £ y Q con las
rectas AC v BC se hallen fuera de los seg-
mentos CM y CN (esto serd la circunferencia
exinserita en el tridngulo AMCN). Si R es el
punto de tangencia de MN con la circunferen-
cia, entonces |MP| = MR} |NQt=
= |N£2 |, por cobsiguiecnte, |MN | =
= | MP }{+ | NQ |, pero, segin el plantea-
miento, | MN | = | MA | + | NB |. De esta
manera, unc de log puntog P o Q se cncuentra
en el lado correspondiente. mientras que
el otro, en la prolongacion. Ademas,

|CP| = |CQ|=5 (ICP| 4+ |CQ ) =

= i, (| AC | + | €13 ). es decir, la circunfe-
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rencia construida es congtante para todas las
rectas.

IT.118, Si O es el centro del circulo cir-
cunscrito alrededor del AABRC, D es el punto
medio de CB. H, el punto de interseccion de
las alturas, .. el punto medio de AH, enton*
ces | AL | = | 0D | vy, puesto que AL || OD,
resulta que OL divide 4 por lamitad, es decir,
£, es simétrico a () respecto al punto medio de
AD.

I1.119, Sea BD la altura del triangulo;
ademés, | BD | = RV 2, donde R es el radio
del circulo circunscrito, K y M son los pies de
las perpendiculares hajadas desde D sobre AB
v BC, O es ol centro del circulo circunscrito.
St el angulo € es agudo, entonces y KBO =
= 90° — £ C. DPuesto que el cuadrilatero
BMDK es inscrilo, por consiguiente,
LMKD = LDBM = 90° — AC. Por lo tan-
to, LMKB = 180° — 90° — (90° — £C) =
= /. C; por consecuencia, BQ ) KM. Pero

S pxar = -;— | BD |* sen A4 sen B sen C =

1
= R2 sen A sen Bsen € = > Sazc- (Usamos

la tormula S = 2R%?sen A sen B sen C.) Si
hy es la altura del ABKM trazada desde el

vértice 2, entonces = K %|AC| X

2
1
X |BD| = Sgeyy =5 |EM| by =
= -é— | BD | hysen B, por lo tanto, Ak, =
[4€]

o I2; tomando en consideracion
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que BO | KM, obtencmos que el punto O se
halla en KM.

11.120. Notemos que el AADK es seme-
jante al’ AABK, puesto que |4K |2 =
= {AC 2 = | AD |-1 AB |. Si O es el centro
de la circunferencia circunscrita alrededor del
AABK, entonces LOAD + LADK = 90° —
— LAKB + LADK = 90° (se supuso que
Z AKB es agudo; si £ AKB es obtuso, los ra-
zonamientos son andlogos).

I1.121. Demuéstresc que la recta paralela
a BC, la cual pasa por £, divide la bisectriz
del 4ngulo A en la misma razén, en la que di-
vide a aquélla la bisectriz del dngulo C.

I1.122, Si O es el vértice del 4dngulo, 4
es un punto tomado en la bisectriz, B, y B,
son los puntos de interseccion de los lados del
dngulo con una circunferencia, C, ¥y C, (B; ¥
€, se hallan en un lado) son los puntes de in-
terseccion de otra circunferencia, entonces
AAB/C, = AAB,C,.

I1.123. Aprovéchese gque la cuerda comin
de dos circunferencias, que pasan por 4, 4, y
B, By, también pasa por D (problema II.18).

I1.125. Si O es el centro de la circunferon-
cla circunscrita alrededor del AAMB, enlon-
ces LMAB =,90° — LOMB = LBMC —
— 180°. Precisamente tal serd también £ MAC.

IT.126. No es dificil_demostrar que las cir-
cunferencias examinadas se intersecan en un
punto. Designémoslo con P. Si los puntos
estan dispuestos como lo muestra la fig. 27,
LBB.M = 180° — /BB,P = AL PC,B ==
= 180° — LPCA = £ PBA =/PA,A =
= 180° — £ PA,M, es decir, Jos puntos P,
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B,, M y A, se hallan en wna circunferencia.
De la misma manera demostraremos que en
una circunferencia se encuentran los puntos

. By M, C, ¥, por consiguiente, los cinco

™~

|

\/
\w/\

Fig, 27

puntos P, M, 4,, B,, C, sc hallan en una cir-
cunferencia.

I1.127. Demuéstrese que los lados del tri-
angulo 4,B,C, son pavalelos a los lados co-
rrespondientes del (rvidngulo 4B8C.

I1.128. Demuéstrese que al desplazar la
recta KL, el centro de la circunferencia cie-
cunscrita alrededor de KLB, describe upa li-
nea recta.

[1.129. Demuésirese que el punto de in-
terseccién de cualesquiera dos segmentos log
divide por la mitad.

I1.130. Si KN es la perpendicular desde

K sobre AB, / CAB =, enlonees T—CI;%—:- ==
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2

| A §--2| DM | sen? =

_|AK | 101 —{KOY

— AD] | A0 | = [ A0 |
o (44

B P40 | —2 | 40 | sen® — 1ep |
| 40| - ~— T1CB|

Paesto que AACE y AACD son semejantes,
de lo antedicho se deduce que KN eg igual al
radio de }a circunferencia inscrita enel AACD,
v como A se halla en la biscctriz del dngulo
A4, resulta que X cs el centro de la cireunferen-
cia inscrita en el AACD. La demostracion
para L es analoga.

I1.131. Designemos por €, y 4, los puntos
medios de AB y BC, B" y A’ son los puntos
de tangencia de la circunferencia inscrita con
AC y BC. Para concretar, sea quec > b (cy b
son lados del AARBC): entonces la biseciriz
del dngulo A corta la prolongacién de €4,

ey
o
recta B’A’ debe pasar por el mismo punto K
puesto gqne los tridngulos KA,4° vy A'B’'C son
isésceles, |AC| = {B'C|, |4, K] =
= |’ oL 443K = LA'CH

I11.132. Examinemos el dngulo con el vér-
tice A. En un lado del angulo se toman ires
puntos: B, B,, B; y en el otvo: C,, C,, Cs.
Del teorema de Menelao {problema I1.45, ob-
servacion) se deduce que para que las rectas
B,C,, B.,C,, B;C; se intersequen en un punto,
es necesario y suficiente el cumplimiento de la
igualdad

en tal punto K que |4, K| = vy la

AB, : CiCy _ _ABy (104 (1)
B?‘Bl CQA - BKB]_ Cafl
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(las razones se enlienden en el sentido indicado
en la observacién). En cfecto, si la ignaldad (1)
se cumple, del teorema de Menelao se deduce
que las rectas B,C, y B,C; cortan el lado
B,C, del tridngulo AB,C, en un punto.

11.133. Tracemos por A4 una recta paralela
a BC y designemos con K y L los puntos de
sil interseccion con A,C; v 4,5,

. = ] . LEAL 1A
:esE;ectna:nergcle. Tenemos: B4, | = 1C.B] "
IC ]_l -41 Y < - ~

= segun el teorema de Ceva
1B Al TAL] °g

|ACL| | BA| 1CBy| .
{problema 11 44) CE] TA.C| TBAT = 1,

por lo tanio, [ KA | = | AL |. Pero si AA,
es la bisectriz del déngulo KA,L, entonces, por
cuanto | K4 | = | AL |, A4, es perpendicu-

lar a KL, es decir, A4, es la altura del
AABC.

I1.134. Supongamos que K es el punto de
tnterseccion de A4, y BB,, I es ol punto de
interseccién de las alturas del tridngulo 4 BC.
Los puntos 4, K, II y B se hallan en una cir-
cunferencia (los 4dngulos AKB y AHB son
iguales 0 bien en suma dan 180°, segiin como
estén dispuestos los puntos X y H: por un la-
do de la recta AB o por ambos). El radio de
esta circunferencia es igual a R que es ¢l radio
de la circunferencia circunscrita alrededor del
AABC. Si ¢ es el angulo comprendido entre
AA, y AH, entonces | KH | = 2R sen ¢.

11.135. Sea H ¢l punto_de interseccién de
las alturas del tridngulo, A4,5,C,. Los puntos
A,, 4, By y C se hallan en una circunferencia;
los puntos By, H, C, y A también se sitiian en
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una circunferencia; ademas, los radios de estas
circanferencias son iguales, los dogules HB,C
y B4 son iguales o bien se completan uno a
olro hasta 180° Por consiguiente, | A | =
= | [IC" |. La afirmacién inversa no es cierla.
Para cada punto 4, tomado en la recta BC
existen, como regla, dos tridngulos 4,8,C, y
A,\BC, (B, ¥y B, se hallan en AC: C, y C}, en
ARB), los puntos de interseccién de cuyas altu-
ras coinciden con el centro de la circunferencia
circunserita alrededor del AABC; ademas, uno
de los tridngulos es semejanic al AABC y el
otro no. Asi, por ejemplo, si ABC es un tri-
angulo regular y A, cs el punto medio de BC,
como B, y C, pueden Lomarse los punlos me-
dios de AC y AB y como B, y C, los puntos
en las prolongaciones de AC y AB mas alla
deCy B, |CB,|=|CB|, | BC; | = | BC |
La afirmacién inversa serd justa, si se requicre
que los puntos 4,, B, y C, estén dispuestos en
los lados del AABC y no en sus prolongacio-
nes.

11.136. Demostremos que el centro de la
circunferencia buscada coincide con el orto-
cenlro (punto de interseccion de las aliuras).
Supongamos que BD es la altura, H es el
punto de interseccién de las alturas, X y L
son los puntos medios de los segmentos cons-
truidos que parten del vértice B, | BK | =
= | BL | =1, M es el punlo medio de BD.
Entonces, |KH |* = |LII P = | MH | +
- |EMP =101 — |BMP? + | MH|® =

i - %@34_ (y};jﬂ ___]ﬁz‘?i)z -
B+ |BHPE— |BH|-|BD| = & —
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— | BH || A1 |. Nos queda demostrar gue
los productos de los segmentos de las alturas,
en log cuales se divide cada una de ellas por
su puiio de interseccion, son iguales. Tracemos
la altura A£. En vista de la semejanza del
ABHE yel AAHD tenemos: | BH |-| HD | =
= | AHd || HE |. lo gque se requeria,

ITA37. Designemos (fig. 28): | BC | = a,
| CA | == b, | AB | = c¢. Tracemos por el cen-

Fig. 28

tro de la circunferencia inscrita las rectas
paralelas a AL y BC hasta que se intersequen
con AKX y KC en los puntos P y Q; en el tri-
dngulo OPQ tencmos: ZPOQ = L ABC,
|OQ | =p — ¢, |OP | = p — a, donde pesel
semiperimetro del AABC. Pero segin el
enunciado /L NBM = L ABC, |¥B | = p —
—a, |MB|=p — ¢. Por consiguieste,
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APOQ = ANBM. Si en la recta OP se toma
My de forma que [OM, | = |00 | v en 00,
el punio ¥,de modo que |ON,| = | OP |,
entonces AON M, = ANBM y los lados co-
rrespondientes BM yOM,, BN y ON, resulta-
ran, respectivamente, paralelos. Por lo tanto,
Ny || VM. Demosiremos que OK | N, M,
puesio que en el cuadrilitero OPKQ dos angn-
los opunesios son rectos, entonces osle es
inscrito; por consigniente, L OKP = / OQP.
Luego, L KOP + ZOMN, = LKOP +
+ LOQP == L KOP 4 L/ OKP = 90° y esto
significa que OK | M, N,.

I1.138. Supongamos, para concretar, que P
se halla en el arco AC. Los puntos 4, M, P, N
se encueittran en una circunferencia, por con-
siguiente, Z NMP = £ NAP. De manera an-
loga P, M. Q, C se sithan en una circunferen-
cta, L PMQ = 180° — L PCQ = 180° —
— L PAN = 180° — L PMN.

I1.139. Sea ABC el triangulo dado
(fig. 29); H, el punto de interseccién de sus
alturas. Notemos que los puntos simétricos a
H respeclo a sus lados se hallan en la circun-
ferencia circunscrita alrededor del tridngulo
ABC (véase el problema 11.107). Si A, es el
punto simétrico a f7 vespecto al lado BC, la
recta [, simétrica a I respecto al mismo lado
pasa por /. Al girar ! alrededor de #7 en un
dngulo @, la recta !, givard alrededor de H,
en el angulo ¢ en el sentido opuesto. Por
congiguienle, si P es el segnndo punto de in-
terseccion de la reela I, con la circunferencia
circunscrita, el radio OP (0 es el centro de la
circunferencia circunscrita) girard en el angu-
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lo 2@ alrededor de O en el sentido correspon-
diente. Los mismos razonamientos valen
también para dos otiras rectas simélricas a 1.
Pero si ! coincide con alguna altura del tri-
dngulo, la afirmacion del problema es evidente

(el punto P coincide con el vértice correspon-
diente del triangulo). Por comsiguiente esta
afirmacion siempre es valida.

I1.140. Supongamos que los puntos 4, 53,
C v M tienen en el sistema cartesiano
de coordenadas las' coerdenadas (z;, ¥y},
(3"'2’ yzL (3‘:31 93)1 ("I"! y)l respectivamen—
te; las coordenadas del punto & son

(31+m3’+m" , y‘+”;+y3) . Entonces, la validez

de la afirmacién que se demuestra, se deduce
: 2
de la igualdad 3( x—-a#ﬁ‘) = (z —

— 2,y 4 (x—2;)* - (x—mg)z—%((mi— Z,) +

A (2 — 23)2 + (23— 2)?) v de la relacidén and-
loga para las ordenadas.
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I1.141, Examinemos el caso, cuando el
punio M (fig. 30) se halla en el interior del
triangulo 4BC. Hagamos girar ¢l tridngulo
ABAM alrededor de 4 en el dngulo de 60° de
manera gue 8 pase a C. Oblenemos el trian-
gulo AM,C igual al AABM; el AAMM, es
regitlar, porconsiguiente, losladosdel A CAM M,
son iguales a los segmentos MA, MB, MC. De
manera andloga obtenemos los puntos M, ¥
M. El area del hexagono AM,CM BM, es
igual al drea duplicada del AABC, es decir,
es igual a a?)/3/2. Por otra parte, el 4rea de
este hexagono se forma sumando tres tridn-
gulog regulares: AMM,, CMM, BMM,
y tres tridngulos iguales al buscado.
Por eso, 385 4 (|MAV 4 \MB|?2+

+ | mc @ ¥ % -‘-z- Aprovechando el re-
sultado del proh]em'l 11.140, obtenemos: 35 +
+ (3d®* + a?)J—3 = a? E, de donde § =
l 3

(@® — 3d*). De manera andloga se exa-

mman los demés casos de disposicién del
punto M.

11.142. Higase uso de los resultados de los
problemas I1.141 y T1.6. El lugar geométrico
buscado, como regla, consta de una recta y
una circunferencia.

11.143. Sea O (fig. 31,a) el centro de la
circunferencia circunscrita e 7, el incentro de
la inscrita. Bajemos desde O e I las perpendi-
culares sobre 4B v BC: ON, OP, IL, IQ. Si a,
b, ¢ son las longitudes de los lados BC, CA4 ¥
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AB, vespectivamente, v p es el semiperimelro

del AABC, cntonces |BK | = |e— b,
|BM |=la—b), |BN|=¢/2, |BP|=
=2, |BL|=|8BQ|!—~p—b |[NL|=

— S la—bl [PQ|=5lc—b}| (véuse
el problema 1.18). Por consigniente, si por O
0

: Pig. 31

se trazan las reclas paralelas a los lados AR
y BC hasta que se intersequen con las perpen-
diculares bajadasi desde I, se obtendrd el
AORS semejante al ABKM con la razén de
semejanza /2. Pero la circunferencia construi-
da sobre O como sobre diamelro, es circunscri-
ta para el AORS. Por lo tanto, el radio de
la circunferencia circunscrita alrededor del
ABKM es ignal a OI. Para dewostrar la se-
gunda parte del problema notemos que, si en
la recta OS se traza el segmento 042, igual a
OR vy en OR se traza ¢l segmento O, ional a
0S8, la recta S;R, sera paralela a KM (fig.
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31,b), pero £LORS, + LIOR, = £ 0ORS +
+ LTOS = 90°, es deciv, SR, 1 OF.
[1.144. En las designaciones del problema
anterior tracemos por A una recta perpendicu-
lar a OF, designando con D su punio de inter-
seccién con la recta BC. Demuéstrese que la
diferencia entre los radios de las circunferen-
cias circunscritas alrededor de los tridngulos
ABD y ACD, es igual al radio de la circunfe-
rencia circunserita alrededor del tridngulo

BKM.

I1.145. Sea que los lados del tridangulo son
jiguales a a, b y ¢; ademds, b = (a + c)/2.

a) De la igualdad pr == -—;—bkb (p es el semi-
perimetro, r, el radio del circulo inserito, Ay,
la altura bajada sobre el lado b) obtenemos:
% (@ + b+ c)= —} bhy: pero a + ¢ = 2b, de

manera que hy = 3r.
b) Esta afirmacion se deduce de que r =

= %hb v el punto de interseccién de las me-

dianas divide cada mediana en la razon de
21 9.

¢) Prolonguemos la biseciriz BD hasta la
interseceién con la circunferencia circunscrita
en el punto M. Si se demuestra que O es el
centro de la circunferencia inscrita, el cual
divide BM por la mitad, con esto quedara de-
mosirada también nuestra afirmacién. (Trace-
mos el didmelro BN; enlonces la recta que
une los centros de las circunferencias inscrita
y circunscrita, serd paralela a NM ¥
/ BMN = 90°). Pero el ACOM es is6sceles,
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puesto que LCOM = LOCM = —Z— (£C +

4 £.B). Por lo tanto, | CAM | = | OM |. Del
planteamiento b = (@ + ¢)/2 segin la pro-
pledad de la bisectriz obtenemos que | CD | =
= a/2. Sea K el punto medio de CB: ACKO =
= ACDO ({CK| = |€D|, 2ZKCO
= /Z0CD); de aqui sc¢ deduce: Z BKO
= /CDM; ademas, £LDCM = /OBK

= £ B/2,]CD | = | BK |, esdecir, ABKQ =
= ACDM, | CM | = | BO |, por consiguiente,
| BO | = | OM |, lo que habia que demostrar.

d) Tomemos cualquier puuto en la bisec-
triz. Sean las distancias hasta los lados BC y
BA iguales a z y hasta ¢l lado AC, a y. Tene-

mos: % (az 4 cx + by) = Sp= 0 22 + p) =
=28 =28 4 y = By

¢} Si L es el punte medio de BA, el cuadri-
latero que necesitamos es homotético al cuadri-
litero BCMA con la razén 1/2 (véase el pun-
lo ¢)).

11.146. Sca & ¢l punto de interseccion de
la tangente comin con BC. Para nosotros es
suficiente comprobar que | FN || NG| =

=|KN |-|NM | = |DN }-| NE |. Todos los

segmentos se calculan facilmente, puesto que

|BD |= |CE| =p—b, |DE| = |b~—

-_ ' ﬁv:l_ — L —_— p—u (r es e] ra_
? [ VE| ra P &

dio de la circunferencia tangente al lado BC
y a las prolongaciones de los Jados AB y AC),
etc.

I1.147. Tracemos por los vértices del iri-
angulo ABC las rectas paralelas a los lados
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opucstos. Estas forman el A 4,8,C; semejante
al AABC; aqnél se obtiene a partir del
AABC con ayuda de la homotecia, cuyo cen-
tro se halla en el centro de masas comin para
el AABC y el AA,B,C, ycuyva razdn es igual
a —2. Fl punto de interseccion de las alturas
para el AADC es el ceniro de la eircunferencia
circunserita alrededor del AA4,B,C,. Por con-
siguiente, los puntos O (centro de la circun-
ferencia circunscrita), G (centro de masas) v
(punto de interseccién de las alturas del
AABC) se hallan en una recta; ademas,

| 0G| = —;— | GH |, G se sitda en el segmento
OH.
I1.148. En el tridngulo acutdngulo la rec-

ta de Euler corta log lados mayer y menor.
En el obtusdngulo, el mayor y el medio.

I1.150. Demuestrese gue la propiedad re-
querida la tiene tal punto P en la recta de Eu-
ler, para el cual | PO | = |OH | (O es el
ceniro del circulo circunscrito, H es el punto
de interseccion de las alturas); ademas, para
cada tridngulo la distancia desde el centro de
masas hasta el vértice opuesto del tridngulo

inicial es igual a % R, donde 1t es el radio de

la circunferencia circunscrila alrededor del
AABC y la recta que pasa por el centro de
masas de este tridngulo y el vértice opuesto
del de partida, pasa por O.

I1.151. Sea C, el centro de la circunferen-
cia circunscrita alrededor del AAPB y C,,
el punto simétrico a €; respecto a AB.
Para los tridugulos BPC y CPA determinamos
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‘os punios 4, y 4,, B, v B,. Puesto que los
triangulos AC,B, AC,B, 84,C, BA,C, CB,A4,
{'3,A son isosceles con Angunlos en los vértlices
iguales a 120°, los tridngulos 4,8,C, v 4,B,C,
son regulares (véase el problema 11.296). Al
caleular los angulos de los cuadrilateros con los
vértices P, 4,, B,, C,, se puede demostrar qite
estos puntos (7, A,, B,, C,) se hallan en una
circunferencia. Luego, si /7 es el punto de in-
terseccidon de las alturas del triangulo APB,
entonces, puesto que | PH | = | C,C, | v, por
consiguiente, PHC,C; es un paralelogramo, la
recta €\ H (recta de Euler del tridngulo APB)
pasa por el punto medio de PC,. Pero PC, es
una cuerda de la circunferencia con el centro
C,, consiguientemente, C,# es perpendicular
a PC,. De tal manera, las tres nuestras rectas
de Euler coinciden con las mediatrices de los
segmenios PC,, PB, y PA, v puesto quc los
puntos P, 4,, B,, C, se hallan en una circun-
ferencia, estas rectas se cortan en su centro, o
sea, en el centro del tridngulo regular 4,8,C.,.
Del resultado del problema I1.296 se deduce que
estas tres rectas de Euler concurren en el punto
de interseccion de las medianas del triangulo
ABC.

IT.152. Sea que ABC es el triangulo dado,
cuyos lados son a, b, y ¢; adewmds, a > b > ¢;
A,, By, C, son los puntos de tangencia de la
circunferencia inserita; I es el ceniro de la
circunferencia inscrita y O, el centro de la
circunscrila. Puesto que f respecto al AA;B,C,
es el centro de la cirennlerencia circunserita, es
suficiente demostrar que la recta IO pasa por
el punlo de interscecion de las alturas del
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AABC!. En los rayos AC v BC tracemos los
segmentos AK y BL, |AK |=1BL | =c¢, ¥y
en los rayos AB y CB, los segmentos AM y
CN, VAM | = 1CN | = b. Como se sabe (véa-
s¢ el problema I1.143), la recta 1O es perpen-
dicular « LK y MN, por cousiguiente,
LK || MN. Designemos: £/ KIL.C = £ BNM =
= @ Segn el teovema de los senos para los
tridngulos KLC v BNM

{LC|  a-—e¢ _ sen{p+C) (_1)
| KC| — b—e¢ = seng -

BN _ a—b _ sen(B—y) 2
[MB) ™ b—e¢ senqg )

Ahora tracemos en el tridngulo A,8,C; la
altura hacia el Jado BC,. Sea Q el punto de
su interseccion con la recta fO. Hay que de-
mostrar que Q es el punto de interseccién de
las alturas del AA,B,C,. Pero la distancia
desde [ hasta B,C, es |JA,|cos d, =

= r sen 521 Por lo tanto debe cumplirse la

igualdad | 4,Q | = 2r sen 5;— Los angulos del
AQFA, pueden expresarse a iravés de los an-
gulos del AABC y ¢, a saber: AQIA, =
= 180°— ¢, AQA,l = RE Sl - requiere

2
demostrar que 2 sen % = = {;‘;_ 7T
arn (l]‘.' 5 : \

<> stn (¢ - C) —sen (B — ¢) - sen g, La
tltima ignaldad se deduce de (1) v (2).
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I1.153. Al demostrar se aprovecha el he-
cho de que, si desde cualguier punte P se ba-
jan las perpendiculares PK v PL sobre las
rectas que se cortan en el punto M, entonces P,
K,L v M se hallardn en una circunferen-
cia*).

11.454, Apliquese el resultado del proble-
ma 1.246.

I1.156. La distancia entre las proyecciones
de M sobre AC v BC es igual a | CAf | sen C.
Si K y L son las proyecciones de M sobre AB
y BC, la proyeccion de AB sobre la recta KL
(6sta es precisamenic la recta de Simson} es
igual a |AB | |cos £ BKL | = |AB | x
X |cos ZLBML | = | AB |sen L CBM =
= | CM |sen C.

I1.157. Demuéstrese que los lados de los
tridngulos A,8,C,, A,B,C, v A,3,, son co-
rrespondientemente paralelos.

TE.158, Demuéstrese que la recta de Sim-
son que corresponde a A4,, es perpendicular a
B5,C, (lo mismo es cierto para otros punios).
Luego se puede demoslrar que la recta de Sim-
son que corresponde al punto A4,, pasa por el
punto medio de 4,/, donde # es el punto de
interseccion de las alturas del tridngulo ABC
(véase también Jla resolucién del problema
11.166). Por consiguiente, las rectas de Sim-

*) Mas detalles acerca de la familia de rectas de
Simson se pucde leer en el libro: Vasiliev N.,
Guienmdajer V. Rectas y curvas. Editorial Mir,
Moscé, 1980.
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gon son alturas del triangulo, cuvos vértices
son los puntos medios de los segmentos A, H,
BH, CJdI. Qbservacién. Se puede demoslrar
que para los puntos arbitrarios 4,, 8,, C; las
rectas de Simson de estos puntos respecto al
tridngulo ABC forman un tridngule semejante
at tridngulo A4,B,C,; ademas, el centro de la
circunferencia circunscrita alrededor de éste
coincide con el punto medio del segmento que
unc los puntos de interseccion de las alturas de
los triangulos ABC v A4,B,C,.

1I1.159. En primer lugar se ha de compro-
bar la validez de la afirmacion siguiente: si lag
perpendiculares levantadas hacia los lados
(o las prolongaciones de los lados) del trian-
gulo en los puntos de interseccién con cierta
recta concurreit en un punto A, entonces M se
halla en la circunferencia circunscrita alrede-
dor del tridngulo. (Esta afirmacién es inversa
respecto a la afirmaciéon del problema TI.153).
Examinemos la pardbola y = «z® Una tan-
gente arbitraria a ésta tiene la forma: y =

2
= kxr — ;:E (la tangente ticne uvn solo punto

comin con la pardbola, por lo tanto, el discri-
minante de la ecuacién ax® = kx 4+ b es igual
a cero). Esta tangente corta el ejc x en el pun-

k .
to x = o En este punto comno perpendicular
a la tangente servird la recta y = —-% X
k z | o
) Y (a. = 4_a) e -+ 7, Por consiguionte,

todas las perpendiculares de esla indole pasan
por ¢l punto (U; ,:—a) (foco de la pardbola). Aho-
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ra valgdmonos de la observacion hecha al co-
micnzo de la resolucion.

I1.160. Supongamos que ABC es cl tridn-
gulo dado; H es el punto de interscccion de
sus alluras; 4,, By, C; son los puntos medios
de los segmentos Aff, BH, CH; AA, es la
altura v 4 4, ¢l punto medio de BC. Para mayor
comodidad consideremos que ABC es un tri-
ingulo acutangulo. Puesto que /£ B,4,C, =
= L BAC y ¢l ABRAC, = ABJHC,, en-
tonces <ZBA,C, = £LBHC, = 180° —
— £ B,AC,, es decir, los puntos 4,, By, A,
C, se hallan en una circunferencia. También es
facil ver que £.B,4,C, = £LB,HC, = 180° —
— £.B,AL,, es decir, los puntos 4, B, 43,
C, también se encuentran en una (y, por ende.
en la misma) cireunferencia. De agui se deduce
que los 9 puntos, de los cuales se trata en cl
planteamiento, se hallan en una circunferen-
cia. El caso del tridngulo obtusingulo 4BC se
examina de mancra andloga. Notemos que la
circunferencia de los nueve puntos es homo-
tética a la circunferencia circunscrita con el
centro de homotecia en H y la razém 1/2. (Pre-
cisamenle de esta manera estdn dispuestos los
triangulos ABC y A;B:C,). Por otra parle, la
circunferencia de los nueve puntos es homoté-
tica a la circunferencia circunscrita con el
centro de hometecia cn el punto de interseccion
de las medianas del tridngulo ABC vy la
razon —1/2. (Precisamente asi cstan dispueslos
los tridngulos ABC v el tridngulo con vérlices
en los punlos medios de sus lados).

IT.161. Nuestra afirmacion ge deduee de
que D se sitGa en la circunferencia de log nueve

284



puntos, pero csta circunferencia es homotética
a la circunferencia circunscrita con el centro
de homotecia en H y la razén 1/2 (véase el
problema 11.160).

11.162. Nuestra afirmacion se deduce de
gue ¥ estd en la circunferencia de los nueve
punlos pero esta circunferencia es homolética
a la circunscrita con el centro de homotecia en
M y la razén —1/2 (véasc el problema JI1.160).

11.163. Esta distancia es ta semisuma de
las distancias entre BC, por una parte, el
punio de inlerseccion de las alturas H y el
centro del eirculo circunscrilo, por ofra, y esta
altima distancia es igual a la mitad de | /4 |.

11.164. Supongamos que M, es el punto
medio de AP, 4, es el punto medio de #HA4;
Ay, Ay M, se hallan en la circunferencia de
los nueve puntos. Por consiguiente, A/ tam-
bién se encuenira en esia circunferencia, pues-
to que de] planteamiento del problema se
deduce la igualdad | M H |- HM | =
= | Aolf || HA, | v H se encuentra, al mismo
tiempo, en el interior o fuera de cada uno de
los segmentos MM v A,4,.

I1.165. Demostremos que M y N se encuen-
tran en las lineas medias correspondientes del
triangulo ABC. Si P es el punto medio de 475,
entonces L MPA = 2 LABM = LABC =
= L APL. Para concretar, sca que ABC es un
tridngulo acutangulo, £.C > £ A; en este caso
L MNK = 180° — L KNB = LKCB =
= L MLK (nos hemos valido de que los puntos
K. N, B ¥y € sc encuenfran en una circanferen-
cia, asi como de que M1 es paralela a BC).
Por lo tanto, M, L, N v K sc hallan en una
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circunferencia, Luego, Z LMK = LPMB +
+ LNMK =3 /B + LBMK = 5 LB +

+ £ A. Si O cs el centro de la circunferencia
circunscrita alrededor del ALMK, entonces
LEOK = 2 LBMK = Z£B 4 2 ZA =
= 180° — £C + LA = 180" — LLPK
(LLPK = LAPK —{/LAPL = 180° —
—2/A — /B =/C— LA), es decir, O
se sitia en la circunferencia que pasa por 1., P
y K, pero ésia es precisamente la circunferen-
cia de los nueve puntos.

I1.166. Puesto que €] punto medio de FH
se halla en la circunferencia de los nueve pun-
tos (véaso el problema I1.100), entonces cs su-
ficiente mostrar que también !a recta de Sim-
son que corresponde al punto F, divide FIf
por la mitad. Supongamos que X es la proyec-
cién de F sobre, cualquier lado del triangulo,
D es el pie de la altura trazada hacia el mismo
lado, H; es el punto de interseccion de esta
altura con la circunferencia  circunserita,
| D | = | HD | (véase el problema II1.107,
solucién), 7. es el punto de interseccién de Ja
recta de Simgon con la misma altura y, por
fin, M es un punto tomado en la recta HH,.
para el cual FM || KD; entonces AFMH, =
= AKDL (| FM | = | KD |); ambos tridngu-
los son rectangulares v £LDLK = / MIIF,
puesto que la altura del tridngulo es la recta de
Simson que corresponde al vérlice, desde el cual
ésta parte, v se puede valerse de Ja afirmacion
del problema 11.454. También es facil mostrar

yue las direcciones H M y DL coinciden, ¢s
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decir, FKHI es un paralelogramo, de lo cual
s¢ deduce nuestrea afirmacion.

11167, En la fig. 32 O es cl centro de la
circunfereucia circunscrita, 4, B,, €, son los
punlos medios de los lados; L y K, las proyec-
ciones de 4 v B sobre I; M, el punto de inter-
seccién de Jas rvectas que pasan por L y K per-
pendicularmente a BC y CA. Pava concretar, el

Fig. 32

tridngulo ABC es acutdngulo. Primero demos-
tremos que C cs el centro de la circunferencia
circunscrita alrededor del AKLM. Los puntos
A,, O, K, C,, B se hallan en una circunferen-
cia. Por consiguiente, LC,KL = £ 04,C, =
== 90° — £ C; de la misma mancra £LC,LK =
=90° — £LC. Por lo tanto, |KC,| =
= |CL |, LLC,K=2,C y, puesto que
Z KLM == /Z.C, nuestra afirmacién esta demos-
trada. Ademds, KM es perpendicular a
AC,, | KC;| = | C,/M |, por consecucncia,
LCMA, = 2£2C KA, = 180° — 2B, es de-
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cir, M se encuentra en la circunferencia cir-
cunscrita alrededor del A, B,C,.

I1.168., Designemos con # el punto de in-
terseccion de las alturas del tridngulo ABC y
con 4,, B,, C,, los puntos medios de los seg-
mentos AH, BH, CII. Notemos que los tri-
angules AB,C,, A,BC,, A,5,C son semejantes
enire si (los vérlices correspondientes estin
designados con letras iguales), ademas 4,, B,
v C,, respectivamente, son centros de las cir-
cunferencias circunscritas alrededor de éstos.
Primero demosiremos la afirmacién siguiente:
tres rectas que pasan por los puntos Ay, B,y ¥
C, v dispuestas igualmentc respeclo a los
tridngulos AB,C;, 4,BC,, A;B,C concurren en
un punto en la oircunferencia de los nneve
puntos. Notemos que las rectas 4,5,, B,8 ¥
C,B, estan dispuestas igualmente respecto a los
tridngulos AB,C,, A, BC, y A;B,C y se inter-
secan en el punto B, que se halla en la circun-
ferencia de los nueve puntos. Puesto que los
puntos 4 ,, B,, C; se sitGan en la circunferencia
ile Tos nueve puntos, cs evidente que también
las tres rvectas que se obtienen a partir de las
rectas 4,8y, B,B y C,B, haciendo girar en un
mismo dngulo alrededor de los puntos 4, B,
y (C,, respectivamente, también concurriran
en un punto dispuesto en la circunferencia de
los nueve puntos. Sea P el punto de interseccion
de las rectas de Euler de los tridngulos 4 B,C},
A BC, A,BiC. Designemos: ZLPA,A = q.
Para el uso comodo consideremos que el tri-
dngulo ABC es acutangulo y el punto P se
halla en el arco B,4, de la circunferencia de
los nueve pantos (fig. 33). Entonces,
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ZPAA, = 180 — ¢, LPA,B =
— '1800 — i == LBlAgAl — 180’ — ¢ -
—ZBCA, =2 /C — ¢, LPAL, =
= {80° — ¢ 4 180° — 2 LB = 360° — ¢ —
— 2 £.B. Pueslo que las cuerdas PA,, PR, vy
PC, son proporcionales a los senos de los

adngulos apoyados en éstas, nos queda demos-
trar que de las tres magnitudes sen @,
sen (2C — @), —sen (2B -+ @) una (en nues-
tro caso la primera) es igual a la suma de las
dos otras, es decir, sen ¢ = sen (2C — ¢)—
— sen (2B + ). Pero ean el tridngulo AA4,H, /
| |AA, | =R, |AH, | = 2R cos A (R es el
radio de la circunierencia circunscrita; B cos 4
es la distancia desde el centro del circulo cir-
cunscrito A, hasta B,C,), LH,44, = LA +
+ 248 —180° Segin ol teorema de los

senos para el AAA,H,: 2;0:‘; = sen (23-’1-‘4—}—«9}:"
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= —sen (28 -F 24 F q) —sen 2B 4 o) =
= sen ¢ =>sen (2C — @) — sen (28 -+ @) =
= sen ¢, lo que habia que demostrar. De esta
manera queda demostrada la afirmacién para
el caso del tridngulo acutingulo. El caso del
triangulo obtusingulo ABC se examina de la
wisma manera.

IT.169. En el tridngulo dado ABC, 4,, B,,
€, son los punlos medios de los lados corres-
pondientes. Demuéstrese que la circunferencia
gue pasa, por cjemplo, por el vértice 4 y sa-
tisface la condicién del problema, pasa por los
punlos de interseccién de las biscctrices de los
angulos interior y exterior 4 con la linea me-
dia B,C,. Por lo tanto, para todos los puntos
M de esta circunferencia se cumplird la igual-
dad |BM |: |CM|=|BA|:1CA)| =
= b : a (véase el problema I1.9). De esta ma-
nera, gi 4, y M, son los puntos de interseccién
de dos circunferencias de esta indole, entonces
|4 M|: | BM, |: | CM,|=a:b:¢c (o
mismo se refiere al punto A,), por eso M, y
M, perteneceran a una tercera circunferencia.
Ademds, M, y M, pertenecen a una recta, para
todos los puntos M de la cual se cumple la
igualdad (¢ — %) {AM 2 + (a® — ¢?) X
X | BM |+ (0*—a®) | C;M P == 0 (véase
el problema 11.14 y su solucién). Esta recta
pasa por el centro del circulo circunserito alre-
dedor del A4.B,C, y por el punto de inter-
seccion de sus medianas (compruébese esto
expresando las longitudes de medianas median-
te los lados), cs decir, aquélla coincide con la
recta de Euler del AA4,B,C, v, por lo tanto,
también del AABC,
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i1.170. a) De manera andloga a como eslo
se ha hecho en ¢l problema anlerior, se puede
demostrar que estas tres circunferencias se in-
tersecan en dos puntos A, yIM.: ademas,
|AM, |2 | BM, | : | CM, | == bc: ac: ab (lo
mismo se hace para M,).

b) Se deduce de a) vy del problema I1.14.

¢) Demunédslrese que si A7 se halla en ol in-
terior del AABC, entonces L AM,C = (60° -
+ LB, LBMA =060°-+2C, £LCM,B =
= 60° + £ B (para esto se puede aprovechar
el leorema de Bretschneider, problema I1.236),

IT1.171. Tomeros en BC ¢l punto 4, v en
BA el punto C; de manera que | BA, | ==
= |BA |, |BC, | = |BC| (AA,BC, es si-
métrico al AABC respecto a la bisectriz del
angulo B). Es evidente que BK divide A4,C,
por la milad. Construyamos dos paralelogra-
mos BAMC, y BCND (los lados correspon-
dientes de los paralelogramos son paralelos,
los puntos B, K, M y N se hallan en una

- B |BC| __ (BC|® .

recta); |CN|1—L:'4A1|{ ,ﬁllgf” I‘;Bilégm » o
8 AR e

consiguien te, I RET 1R | BCIE "

11.172. Tenemos (fig. 34) L FEA =
= LEDF ~ L A; por lo tanto, | AF | =
= |EF|, LFEN = /FDB = /0,
LEFN = LA, Por consiguiente, el AE,FN

es semejante al AABC, M:‘:ifl = _ltfr_}\ﬁl

=-:j—§|', L AFN = 180° — £ A. Ahora se
puede mostrar que AN es la simediana. Para

esto cxaminemos el paralelogramo ACA,B;
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AA, divide BC por la mitad, el AACA, cs
semejante al AAFN, por lo tanlo, LZNAF =
= LA AC.

i1.173. La circunferencia de Apolonio que
pasa por el vértice B del (riangulo ABC,
es el lugar geoméirico de puntos N, para
| AM | _ 1 AB| :
[3CT 1 BCl (pr(?h]ema [1.170,
solucion). Por consiguiente, si D es el punto
de interseccion de esta circunferencia de
Apolonio vy de la circunferencia circunsecrita
alrededor de ABC, la vecta BD divide AC

awny SBAD _ | AB)-|AD| _ | AB|?

en la razon o [CB GLCD] T YCE 3"

II.174. Sea N el punto de interseccion de
BQ v CD; O, el centro de la circunferencia;
R, su radio. Notemos que J NBC =

£ PMQ. (Si Q estd en el segmento N B,

fos cuales

l\?l —
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emoncm J_NBC = 90° — L. OBP = 90° —

——-Z_ QOP ==, PMQ. ) Por consiguiente,
los tndngulo* i\fBC’ y POAL son semejanies,
- _p LPp] | Bp|
ICN} = 1BCY 15577 IPM[ &t 1PM | T ) T4B) —

== |BP| = ICD]|.

I1.175. Sea A ¢l punto de interseccién de
las alturas; O, el centro del circulo cireunscrito;
By, el punto medio de CA. La recta MN pasa
por ¢l punto medio de BH, cl pinto X;
| BK | = | ByO |. Demuéstrese que la recta
MN es paralela a OB (si £C > £ A, entouces
LMKN = 2 LMBN = £LC — LA =
= L OBH).

I1.176. Supongamos que la recta 44 corta
por segunda vez la circunferencia que pasa por
B, ¢y M en el punto D. Entonces, ZMDB =
= L MBA = L MAC, LMDC = L MBC =
= /L MAB. Por consiguiente, A BDC ¢s un pa-
ralelogramo.

11.177. De la resolucion del problema
I1.234 se deduce que }if’; II }ﬁ‘};} Se
puede considerar que I pasa por N. Apli-
quemos al A NKP el teorema de los senos.
Sustituyamos larazon de Tos senos vor la razon
de las cuerdas correspondientes. Tendrenios:
(NP I NE|seuZ NKP | NK|senZ NEM _

sen 2. KPN csen /. KMA

YK
I';m}l [N, etc.

I1.178. Supongamos que O es el centro de
la circunferencia inserita, K y L son log puntos
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de tangencia con los lados AC y AB; la recta
que pasa por N paralelamente a C, corta los
lados AB y AC en los puntos R y M. El cua-
drilatero OKMN c¢s inscrilo (LONM =
= JOKM = 90°; por consiguienie,
LOMN = LOKN, de manera analoga
L OBN = /OLN, pero ZOLN = LOKN,
por lo tanto, ZORN = LOMN y el AORM
es is6sceles, ON es la altura; de esta manera,
FRN | = | NM .

H179:. Bi |BC] = a; |CA )| = &
| AB | = ¢, entonces, como se conoce (véase el
problema [.18), | MC | = a+2b_c. Tracemos

por K una recta paralela a AC; designemos sus
puntos de interseccién con AB y BC por A; v
C, respeclivamente. La circunferencia inscyi-
la en el AABC es exinserita (eg tangente a
AyC, y las prolongaciones BA; y BC,) para el
LA BC,. Pero el AABC, es semejante al
AABC. Por, consigniente, la circunfercncia
exinscrita en ABC serda tangente a AC en el
punto &; designemos los puntos de su tangen-
cia con las prolongaciones de B4 y BC por R
vy L, respectivamente. Tenemos: | BR | =

= |BL] = %(a+b+6), por lo tanto,
|AN| = |AR| = |RB| — {BA} =
= s Me ).

IT.480. Tracemos por K la recta paralela a
BC. Designemos por L y Q los puntos de inter-
seccion de la tangente en el punto P con la
recta BC y larecta construida, paralela a ella,
¥ por V. el punto de interseccion de AKX con
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BC. Puesio que |CN | = | BA | (véase el
problema 11.179), es suliciente demostrar que
| NL | = | LM |; pero | PL | = | LM |, por
consiguiente, lace falta demostrar que

| PL | = | NL|. Puesto que el A PLN es
semejante al APQK, en el cual | PQ | =
= |QK |, entonces |PL}| = |NL| ¥
| €L | = | EB L

IT.181. Sean M y N los puntlos de inler-
seccion de la recta LK con las rectas Iy CD.
Entonces AM ? = | ML |-|MK |. De la
semejanza de los triangulos KMB y DKN se

deduce que | MK | = —%@L De
la semejanza de los tridngulos CNL y MLB
X ] - |LN| - | MB}
se deduce: | ML | = “1oN] "
s IMEV AML = EN NIV carpn
Counque, | M K| |JJ'L]_ICN B iMB|2=

= |MB|%, es decir, |MA{2=|MB|2, {MA|=
== |MB].

I1.182. Supongamos (fig. 35) que B es el
segundo punto comun de las circunferencias;
C es un punto de la recta AB, desde el cual
estdn {razadas las tangentes, y, por fin, K
es el punto de interseccién de las rectas MN y
PQ. Valiéndonos del teorema de los scnos y
del resultado del problema 1.234, obtenemos:
|PM|  |PM| sem/PBM _BM
[ MA|~ senZPBM _[MA| ~ senZ BPM

3enLPBM_ /| CB | sen L PBM

a7 =V 174 smZBPM"
modo, al designar con « e} dngulo AABycon
Bel dngulo 4PB (o y P sot constantes), obten-

De este
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|PM| . /TCBI sen(z-4p)

T Sl O . De
dremos: A A =Ty
g | AN |
mapera analoga  eneonirainos: S T
T €A | sen f

NGRS Pero, segin cl {eorema

de Manelao (véase el problema 11.45),
|PM{ |AN| QK| _ , o it
MA] TNQ| VKP]™ {. Por consiguicente,

QK| / |KP) = 1.

Pig. 35

I1.183. Tracemos por 3 una recta paralela
a AC, hasta que se interseque con las rectas
BA y BC en los punlos A, y C,. Tenemos:

LA KM = 90 — DKM == 90° —
— £LKBD = £ BAD = / KA,M: por lo tan-
to, AKMA, es isosceles y | A M | = | MK |.

246



De mancra analoga | MC, | = | ML |; pero
| KM\ = | ML |, luego, | 4,M | = | MC; |,
es decir, la recta BM divide AC por la mitad.

10.184. Sea M el punio de interseccion de
ND y AB y P, el punlo de interseccién de las
tangentes a la circunferencia en los puntos
Ay D.

Puesto que las rectas NC, AB y PD son
paralelas, cutonces de la semejanza de los
triangulos correspondientes obtenemos:

[ AN |

l[l."l‘.{|= |D.{‘]! 'WT " (1)
|MB| __ | MD) _ | 4P|

NET ™ [ND TNP|*

[NC] ~ TND] IAipl | )
|ﬂfB|=|NC|-‘WI—;

pero {DP | = | 4P|, |NC |=|AN|. Por
lo tanto, los segundos miembros de fas expre-
siones (1)} y (2) son iguales, es decir, | AM | =
= | MB |.

11.185. Consideremos que D c¢s el punto
medio de CB y AD corta por segunda vez la
circunferencia en el punto X. Demostremos
que las tangentes a la circunferencia en los
puntos B y C sc cortan en la recta MK,

Examinemos el cuadrildtero CMBE. Para
que las tangentes a la circunferencia en los
puntos C y B se inlersequen en la diagonal MK,
es necesario y suficienle (véase el proble-
ma 1.234) que

LM _IMBY, 1 CM{_ [ AB)_ | BD)_
'CK}hlBK"“ lfi}gl“lC!‘x’i_!Dﬁ’f—
_1CD| _ l4c|_ {MB) e
ST AR A (En la primera
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v ia Gltima igualdades se ha valido del hecho

vista del paralelismo de AM y CB: en la se-
gundn v la cuarta, de lasemejanza del AARD
y el ACDK, el AADC y el AKDZB,
en la tercera, el hecho de que AD es la
mediana.)

IT.186. Sea O el centro de la circunferen-
cia; sean N, My, P,, R, los puntos simétri-
cos a los puntos ¥V, M, P, i1, respectivamente,

en cuanto a la recta O4; £, el punto do inter-
seccion de las rectas NV, 2, y @S, Hace fulta de-
mostrar que los puntos B, S y K coinciden.
Los puntos N;, M, v B se hallan en una recta,
siméirica a la recta NUC: N,, P;, R, tam-
hién sc encuentran en una recta, simétrica a la
recta NPR (fig. 306). Los puntos B. N, O ¥y K
g0 siltan  en  una  circunferencia,  puesto
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que /BN, K = L MNP, = LMNP =
= / POQM = £ BQK. Los puntos B, N, @,
R, también estdn en una circunferencia, puesto
que ZNRB = LNP)P = /ZN,QP =
= £ N,QB. Por consgiguiente, los cinco puntos
B, N;, Q. Ry, K se hallan en unacircunferen-
cia; pero los puntos N, A; ¥ K se encueniran
en una recta, por lo tanto, R; y K se unen.
I1.187. TLimitémonos al caso, en que
ABC es un tridngule acutangulo. Examinemos
el paralelogramo A, MON (M y N sc hallan
en 4,8, vy 4,Cy). Puesto gque 4,0 forma coun
AC vy AB, dngulos de (90° — £B) y (90° —
— /.C), entonces
| AM| | 4MI|_ cosB |4l
| AN~ | MO|  cosC 14K

11.188. Las afirmaciones del problema se
deducen del hecho tal: si en cada Jado del tri-
dneulo se construyen las circunferencias de
manera que la suma de las magnitudes angula-
res de sus arcos (dispuestos del mismo lado
que el tridngulo) sea igual a 2, estas circun-
ferencias tiemen un punto comun.

fI1.189. Tomemos los puntos £, y ¥#, si-
métricos a los puntos £ y F respeclo a AB.
Después de esto el problema se reduce al caso
particular del problema IL.186.

11.190. En Ja prolongacion de AC lome-
mos por el punto € un punto M de modo que
| CM | = | CB |; entonces ¥ es el centro de la
circunfercencia circunscrita alrededor de AMF
(|1AE| = |BE)|, £LAEB = LACB =
= 2 L AMB). De csto se deduce que F es el
punto medio de A3 y DF divide el perimetro
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del AABC por la mitad. Ademés, DF es para-
lela a BM, mientras que BM lo os a la hisec-
triz del angulo C del tridngulo ABC, es decir,
DF es la biseciriz del dangulo D en el tridngulo
DKL, donde K vy L son los puntos medios de
AC ¥ €B.

11.191. Supongamos que la recta corta los
lados AC v AR del triangulo 48C en los pun-
tos M y N. Designemos: | AM | 4+ AN | =
== 21. El radio de la circunferencia con el cen-
tro en MN que es tangenle a AC y AB, es

. ‘5' L4 3 . F
igual a —3—3"3 y, segin la condicién,
S S

SANN -—-——';)"C = r, donde p y r son,

respectivamente, el semiperimetro y el radio
de la circunferencia inscrita en el AABC.

11.192. Demosiremos que, para la homote-
cia con el centro en M v la razén —1/2, el
punto iV se transforma en 7 (es evidente que
para esta homolecia / pasa a §). En el trido-
gulo ABC dado A4,, B, y €, son, respectiva-
mente, los puntos medios de los lados BC,
CaA y AB; A, es un punto tomado en el lado
BC tal que A4, divide el perimetro por la mi-
tad. Es facil ver que A, es el punto de tangen-
¢ia de la circunferencia exinscrita con el lado
BC; ésla también es langenle a las prolonga-
ciones e AB y A4C; A, es el punto de tangen-
cia de la circunferencia inscrita con el lado
BC. Tenemos: | BA, | == | CA; | Levanlemos
del punto 4, la perpendicular hacia BC; de-
signemos por D su punto de interseccion con
AA,. Repiliendo log razonamientos aducidos
en la solucion del problema 11.179, demostre-
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mos que | A, | = | 1D |. Por consiguienle,
ta recta Ayl os paralela a A4 ;. Para la homo-
teciy, de la cual se ha hablado al comienzo, la
recta 44, se transformard cn la recta 4,7
Precisamente de la misma manera dos rectas
gue dividen el perimetro por la mitad, paca-
ran. respectivamenle a B,/ v Cyf. Por lo tan-
to, estas fres rectas se corlan en un punto N
tal, el cual pasa a 7, al existir esta homotecia.
De esto se deduce la afirmacién del problema.

11.193. a) Haciendo uso de lag formulas
pias —;— = -“;:T" . §=1"pp—a)(p—b) (p—o).
donde S es el Area del tridngulo ABC para
el segundo miembro, demogtramos facilmente
la correlacion requerida.

b) Vilgase de la féormula de Leibniz  (pro-
blema I1.140), tomando como M el centro del
cirvculo circunscrito.

c} Higase uso de la f6rmula de Loibniz
(problema I1.140), tomando como 3 ¢l centro
del circulo inscrito. Para calcular, por
ejemplo, | MA {% bajemos la perpendicular A/ K
sobre AB; tenemos: | MK |=r, |4K|=
= p — a; por consiguiente, | AM | = (p —
— a)? + % De manera andloga se calculan
| MB |? y | MC 2. Al simplificar el segundo
miembro, utilicese el resultado del punte a).

d) Sea M el punto de interseccion de la
bisectriz del dapgulo B con la circunferencia

X | IM | = R® — d* El tridngulo JCAM es
isosceles (| IM | = | CM |), pucsto que

LCIM = 5 (4B F £C0) y LICM =
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|

-12— (£.B + £0). Por consiguiente,
R?—d2=|BI|.|IM|=|BI|-|CM|=

.2R sen -—';L =2£8r.

«enﬁ
R

e} Se demmesltra de manera andloga al
punto d).

f) La distancia entre las proyecciones de [/
¢ I, sobre AC es igual a ¢. Tomemos el punto
K dc modo que IK || AC, I,K 1 AC. LEn el
umnoulo rectangulo JK7, tenemos: £ K71, =

=72_[_A. K] =a, |.fnf\’|—- r,—r. Do este

IK
modo |I7,]2= — i =2 2K g5
cO8

=4R (r,—1)-

11.194. Tracemos por O las rectag paralelas
a AB v AC v desiguemos por L y K Tos puntos
de interseceion de estas rectas con las perpendi-
culares bajadas desde J, sobre AB y AC,
respectivamente. Demostremos la semejanza
de los tridngules AB,C, vy OLK. Tenemos:
LBAC, = [_LOK

AB| =25, |AC,| =52, |0L] = p—
b i
_1‘;:?(“_ + b)‘ |OR'|-—-p— a7 (a+¢);
—— | ABy| _|ACy ) 2be
de esla manera, IOLI =R e e

Pero O, es el didmetro de la Cll‘CIIllf{}r(“HCld
circunserila alrededor del A OLK. Por con-
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ﬁlgl.l](‘l‘[bl?. ’B'I(F‘ s [c—f—a} (b _:_ “) IL{‘ I ERC
Zbe

abe
=g ura0l e A=pTamran 100!

11.196. Demuésteese que ¢l drea Q, del
triangulo con vértices en log puintes de Langen-
cia de la circunferencia exinscrita con el con-
tro 7, puede caleularse segan la formula Qq =
s & Ta _ Sanc

4BCOR 2 B(p--a}’
designaciones son las mismas que en el proble-
ma 17.193. Férmulas analogas pueden obtenerse
para las dreas de otros tridngulos. (Véase la so-
lucion del problema [.240.)

J1.197. Supongamos que O c¢s el centro de
la circunferencia circunscrita alrededor del
AABC, By, el punto medio de AC, N, el punto
de tangencia de la circunferencia inscrita con
AC: entonces, | AN |=p —a,|CN |=p —
— ¢ (véase el problema 1.18), |ON ¥ =
=|0B, '+ | BN I = | A0 f*— | 4B, | +
FIBNP=R -2 4 (p—a—73) =
= R®> — (p — a) (p — ¢). De manera anéloga,
tras determinar los cuadrados de distancias has-
ta otros puntos de tangencia y sumdndolos,
obtenemos que la suma buscada es igual a
BRE—(p—a)(p—c)—(P—0)—8 —
— (p — b) (p — a) = 3R* — M. Usando para
el 4drea del tridngulo la formula de Heron y
abe

£ -ﬁ'
a2 _ {p—a)(p—b)}p—c) . 4Rr = _{‘E‘i_ Su-

donde todas las

las formumlas S =pr, § = obtenemos

r

p
mando las ultimas igualdades y utilizando la
identidad (p — @) (p — b) (p —¢) + abe =
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=pllp—ayip—="0) + (p—5b)(p—2c) +
= {(p — ¢} (p — a)) — pM. eucontramos que
M = 4Rr - r*. Respuesta: 3R* — 4Rr — r*.

I1.198. El producto de las longitudes de
segmentlos desde el vértice A del triangulo
ABC hasla los puntos de interseccion del lado
AL con la circunferencia dada valdrd lo mis-
mo que el producte para el lado AC. Cada
uno de estos seginentos puede expresarse [4-
cilmente a través de los fados del tridngulo v
las cuerdas examinadas. De esta manera obie-
newnos un sislema de treg ecuaciones que per-
mile expresar las cuerdas por medio de los
tados del tridngulo. Para no analizar una por
nna todas las variantes, es cémodo clegir al-
gln sentido de recorrido del triangule y consi-
derar dirigidos los segmentos y sus longitudes,
como numeros reales arbitrarios.

I[.199. Sean K, y L, tales puntos en BC y
BA, que K\ K || L,L || B,B. Es suficiente de-
mostrar que los lridngulos BK,K y BL,L son
semejantes, es decir,
| BX, | __|BL, |
| KiK | 7 | I4L ]
[R K] AKX
| BBy | | Bady

| BKy| _ | BiK |
| BAy | | Bydy |

v segiun la propiedad de la
| BK 1 __ | ByK |

Tenemos:

bigeciriz (problema 1.9) KK = TAR] <
| B4s | _ 1CB: ] | BAy | _ ¢ |CBy|
{ BBy | | CAy | | BBy | b | BBy |
ca ; . ~ iy X
= G¥a T BE] Esta Gltima expresién es
simetrica respecto a a y ¢ y, por lo 1anto,
: - . - IBL]I
es también igual a TEA

11.200. Sean Z KAL = LKLA = P,
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LKRKCL = £ LKC = . Entonces, L BKL =
= 2@, ZBLK = 24, 2¢ + 2¢ = 4180° — 2 B.
Si @ es el punto de interseccién de AL y KC,
entonces L AQC = 180° — (p 4 V) = 90° +
—l—% £ B. Tracemos por M la recta paralela a
BC hasta que se interseque con XK€ en el pun-
to &, entonces MQ es la biseclriz del dngulo

AMN y £AQN = 90° 4+ £B. De aqui se

deduce que ¢ es ¢l punto de interseccion de
las hisectrices del tridngulo AMN (véase el
problema I.46); por consiguiente, el AAMN
es semejante al A KBL, mientras que el
AKMN lo es al AKBC. Sean |AK | =

= |KL| &= {LC| = 2, |AM] = ¥
| MN | = z. Entonces, —=— =-Y% ¥#7% __%
H—23x E—X e—X a

de donde y = «a.

11.201. Sea B, el punto medio de AC.
Prolonguemos la bisectriz hasta que se in-
terseque en el punto B, con la perpendicular
levantada hacia AC desde el punto B,. El
punto B, se halla en la circunferencia circuns-
crita. Tracemos por M la perpendicular hacia
AC; supongamos que L es su punto de inter-
seccibn con AC; K, con BB,, entonces | KM | =
= | ML |. Tracemos por K una recta paralela
a AC que corta AB y BC en los puntos D v E,
respectivamente. Si G y F son las proyecciones
de D v & sobre AC, enlonces M es el centro
del rectangulo GDEF; adomads, el ADME es
semejante al AAB,C (ADME se obtiene a
partir del AAB,C para la homotecia con el
centro en B). Tenemos: ctg L MCL =
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C1ECt _ {LF + |FC|  _ AB,
oML (ML) [MELY, BBy
+2:£.—?1 =—-ctg~.‘g+2 ctg C. Si B es la

base de la Dbisectriz, £ y T son las proyeccio-
nes de N y B’, respectivamenie, sobre BC,

: (PC} _ |PT|
entonces ctg B/;IACB NP iN;;J P
I7Cl _ |BP) e £
+ mE = W tiEm Tzt

+ 2ctg C, es decir, LMCA = L NCB.
I1.202. a) Este problema conocido tiene
muchas demostraciones diferentes. Aduzcamos
una de éstas, basada sobre el siguiente criterio
de igualdad de los tridngulos. Dos tridngulos
son iguales si tienen iguales sendos lados
correspondientes, los dngulos opuestos a estos
lados y las bisectrices de estos dngulos. Demaos-
tremos este criterio. Examinemeos dos tridn-
gulos ACB y ACB,, en los cuales £ 8B =
= 4B, (B y B, se hallan a un lado de AC).
Estos tridngulos tienen wuna circunferencia
circunscrita comtn. Se puede considerar que
B y B, sc sitian a un lado del didmetro de esta
circunferencia, siendo éste perpendicular a AC.
Supongamos que la bisectriz del angulo B
corla AC en el punto D y la bisectriz del angulo
By, en el punto D,; M es el punto medio de
AC, N, el punto medio del arco AC que no
contiene los puntos B y B;. Los puntos B, D
y N se hallan en una recla, los puntos B,
D; v N, también. Supongamos que B y B,
no coinciden y, por consiguiente, tampoco
coinciden D y D,. Supongamos que | MD | >
> { MD, I; entonces | BV | << | BN |,
| DN | > | DN |. Porconsiguiente, | 5,0, |

306



= | BD |, 1o que es una tOI'lllcl{il(,ClOIl Ahora,
sea que en el AABC la bisectriz A4, es igual
a la bisectriz CC,. Apliquemos el criterio
recién demostrado a los triangulos BAA, ¥y
BECEC,.

h) Si las hisectrices de amhos angulos exte-
riores A y C del tridngulo ABC se encuentran
en el interior del angulo B, se puede demostrar
precisamente de la misma manera como en el
punto a),

Sea que cstas bisectrices estan dispuestas
fitera del angulo B. Consideremos que | BC | >
> {| BA |. Tomemos en CB el punto B; de
tal manera que | CB, | = | AB, |. Designemos
LBAC = LBCA =a, LBAB = ¢, L es
el punto de interseccién de la bisectriz exterior
del dngulo € con AB, M es cl punto de inter-
seccion de la bisectriz exterior del angulo A
con CB. Las demas designaciones se compren-
derin al examinar la fig. 37. Segin la condi-

('wm |CL | = | AM |, ademéas, |CL, | =
= | AM, |, puesto que el AB,AC es isésceles,
ICM | = |AM }, por cuan’ro ACL M, =

= AAM M. Ademids, | CM] | > | CM, |, ya
que /_M MC > LM CA :> 90°. Por otra
parle, los' puntos s A L y M} se hallan en
una circunferencia, en ]1 cual el angulo agudo
apoyado sobre e (£L.LAC) es mayor que el
angulo agudo que se apoya sobre MC. Por
consigniente, {AM | = |CM| | < |CM| | <
<7 | CL |. Es una contradicecion.

En el caso general, de la igualdad de las
bisectrices de los dngulos exteriores no se
deduce que cl tridngulo es isésceles. Ln el
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problema 1.256 se da un cjemplo de semejanic
tridngulo.

I1.203. Supongamos que ABC es el tri-
dngulo dado, 44,, BB,, CC, son las bisectrices.

’ff;’

Si |48, =]4,C;], entonces £ A;B,C =
= £/ A,C,B (en este caso, el AABC serd isds-
celes) o bien £A4,8,C + £A,C,B = 180°.
En el segundo caso hagamos girar el AA,B,C
alcededor del punto 4, al éangulo B A,C,.
A consecuencia de esto, los tridngulos A4;C88
v A B,C resultardn aplicados uno a otro v
formaran ¢l triangulo semejante al AABC.
Si los lados del AABC son a, by ¢, los lados

@

del tridngulo oblenido serdn iguales a T
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ab ac ab
y £ s

bte © a+b _a+c

sideracién su semejanza, obtenemos:

Tomando en con-

c b @ 3 3.3 5
a-}b T atec = bHe Cams i S

-+ b%2q 4 ¢2b - c2u — b — a®c 4 abe=0. (1)

Designemos: cos L BAC = z. Segun ¢l teore-
ma de los cosenos & 4 ¢ — a® = 2bex. Mul-
tiplicando la altima igualdad sucesivamente
por a, b y ¢ y restaindola de (1), obtenemos

22(a+b+0)+a=0> o= —27EIT
Puesto que 0 << ¢ << b + ¢, vesulta que
—g<2<0. )

Al sustituir en el teorema de los cosenos a
por &, ¢ vy 2, y, al designar blc = A, para A
oblenemos la ecuacion (4o + 1) A* — 24 X
X (4x® + 8% 4- 1) + 4x + 1 = 0. Para que
esta ecuacion tenga solucion (A >> 0, X 5= 1)
para las condiciones de (2), deben cumplirse las
desigualdades

4a8 +4- 822 4 x> 0, &3]
D = (42* + 8x* + x)* — (4 + 1)2 =
= 2z + 1) (z + 1) 22 — 1) X

X (222 L br + 1) > 0. (4)

de
4

donde D es el discriminante de la ecwacion
cuadratica. Bl sistema de desigualdades (2),
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(3), (4) se satisface, cuando ——:I< & e
I 17—35
< g
De esta manera, el tridngulo de partida
no es obligatoriamente isosceles. Sin embar-
go, esta demostrado que esto puede tener tugar
s0lo en el caso de que uno de los dngulos del
triangule inicial sea obtuso y su coseno se

halle en ¢l intervalo de (— g;;, %_5),
lo que corresponde aproximadamente a un
ingulo de 102°40° a 104°28". Si z = — .,
el triangulo construido degenerard, cuando
."/12?5, tendremos /£ A4,B,C =

=/ A,CB = 9%° es decir, los dos casos,
especificados al comicnzo de la resolucién,
coinciden para este valor del dngulo.

11.204. Sea M el punio de interseccion de
AD v KL:

i
acit AP &
KM Saxp 5 |AK]| - |AD| sen LKAD

\ML| ~— Sarp

% | DL|-14D] sen LADL

_ 14K|-|CD|
IDLY-|AF] °

(Se ha aprovechado cl hecho de que los senos
de los angulos imscritos son proporcionales
a las cuerdas.) De mancra anéloga, si M,
es ¢l punto de inlerseccion de BE y KL, ohte-
KMy IBK|-|FE]
IM L]~ \LEl-|BCY
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Ia semejanza de los AAKF y ABKC, ACLD

: mae- AKXl IBK|l  |CD|

v AFLE tenemos: AFT — 1BC)' DI
%; mulliplicando estas igualdades,
, |KM| KM, :

obtenremos que iRy decir,

M y My coinciden. Observacién. Se puede mos-
trar que la afirmacion del problema sigue
vigente si 4, B, C, D, E y F son seis puntos
arbitrarios de la circunferencia. De ordinario,
el teorema de Pascal se enuncia del modo si-
guiente: si 4, B, C, D, F, F son puntos dis-
puestos en una circunferencia, entonces los
tres puntos, en los cuales se intersecan las
rectas AB y DE, BC y EF, CD v FA, se hallan
en una recta.

I1.205. Sea N el punto de interseccién de
la recta A,4, con la circunferencia, distinto
de A, Apliquemos al hexdgono ABCC,NA,
{posiblemente, con puntes maltiples) el teore-
ma de Pascal (problema IT.204). Los puntos de
interseccion de las rectas AB y C,N, BC y
NA, (punto A,)), CC, y A4, (punto M) se
hallan en una recta. Por consiguiente, A8
v C,N se intersecan en el punto C.

I1.206. Sean dadas dos rectas mutuamente
perpendiculares, o sea los ojes x e y del sistema
de coordenadas rectangulares. Entonces, las
alturas del tridngulo se sitiian en las rectas
y=Fkwx(i=1,2,3); los lados del triangulo
en este caso deben tener los cocficientes angu-

1 o .

laves — = y de la condicién de pertenencia
i

de los vértices (x;, ;) a las alluras encontra-
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mos las razones de los términos libres ec;

en las ecuaciones de los lados ki -+ z =

=¢;: € = kyly + 23 €2 = KoYy + xas Y3 =
€y -tx'lka—f—fl 5 . :

=k B L L Ml c. Siendo ade-
Y3 5'33:3 = PR k2k3+1 ’ el .

cuada la eleccion de Ja wnidad de longitud,

se puede adoptar ¢; = 4 donde % =
£ k-—rfﬂi !
= kk,k%,. Los puntos de interseccion de la recta
= k; 5. . 1
k,-y-i—x_mi— con los ejes: {0. f-‘-Hng y

(k:’iki 3 0), el punto medio (2;) del seg-

mento comprendido entre ellos es ( ETT SRy (:i_l_ e
)

STy (k-lHei) ) El coeficiento angulm;de la recla
PP, es igual a { G ):

. J"‘32 k]_ - . g

3 2(etka)  2(ktFky) ) = ey — ko):(hk, —
—kky)= — % Justamente iguales seran

los cocficientes angulares de las rectag PP
y P3P,. Por eso Py, P,, P, se hallan en una
recta (su eeuacién es: ky -z = 1/2).
Observacion. Al nnir con ayuda de rectas
el punto A de interseccién de las alturas del
tridngulo con los puntos Py, P,, P, obtenemos
un corolario interesante. Supongamos que
Gy, g, %3 Son los dngulos del tridngulo enu-
merados en sentido contrario a las agujas del
reloj, «,, a,, a; son las reclas, en las cuales
yacen los lados opuestos a éstos; por el punto
I pagan tres rectas p,, ps. ps e modo que los
angulos entee p, v ps, ps ¥ Pr- P1 ¥ Paivontados
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en sentido contrario a las agujas del recloj)
son iguales, respectivamenle, a a,, s, .
Entonces, los puntos de interseccion de p,
COn &, Py CON @y, P3 COI @; 3¢ sitdan en una
recta. Sc¢ propone que el lector examine los
casos particulaves de esle teorema (muchos
de éstos son unos hechos geométricos bellos y
estin lejos de ser evidentes) y lo compare con
el problema.

Una observacién mdas: en nuestro problema,
en vez de los puntos medios de los segmentos
separados en los lados del iridangulo, seria
posible tomar los puntos que log dividen en
razones iguales. Estos punteos también estaran
dispuestos en una recta.

11.207. Para determinar los amngulos del
tridngulo A4,B,C,, aprovéchese que los puntos
P, A,, By, €, se hallan en una c¢ircunferencia
(lo mismo se hace para otras cuaternas de pun-
tos). Si P cs interior al triangulo 4 BC, entonces
LA CiEy = L AL8B, = ZLAPB — 7 ACB.
Para el triangulo escaleno ABC existen ocho
puntos difcrentes P tales que los lridngulos
correspondientes 4,8,C; vy A,B,C, son seme-
jantes al tridngulo ABC (ademds, el tridngulo
A.B,C, cs igual a éste}). Al misme tiempo,
seis puntos som interiores a la circunferencia
circunserita alrededor del tridngulo ABC y
dos, fuera de ésta.

11.208. Las rectas examinadas son media-
trices trazadas hacia los lados del triangulo
AB.C,.

I1.209. Designaciones: ABC, ¢l tridangulo
dado: A, ol punto que se halla a la distancia d
respecto del centro de la circonferencia cir-
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cunserita alrededor del tridngulo 4BC; Ay,
By, €y, los pies de las perpendiculares bajadas
desde M sobre BC, CA, AB; A,, B,, C,, los
puntos de interscccion de AM, BM, CAM.
respectivamente, con la civcunferencia cir-
cunscrita alrededor del AABC; a, b, e, los
lados del AABC; aq, by, ¢, ay b, 4 los
lados de los tridngulos A4,B,C, v A,B.,C,,
respectivamente; S, §, y S,, respeclivamente,
las areas de estos triangulos. Tenemos:

ay=|AM|sen A = |AM|% " (1)

De manera andloga se eucuentran &, y ¢,.
A partir de la semejanza de los triangulos
B,MC, v BMC obtenemos:

s | By M| e, M| {2)
a M| — \BM| ° ;
Ca

bd r -
Para -ty == las razones serdn anilogas. Los
iridngules 4,8,C, v 4,8,C, son semejantes
(véase el problema 11.207); ademas,

S@ s (Igbgﬁz

S abe ? )

Al tomar todo esto en consideracién, ten-
dremos:

( IR }3= S§ 83 albiet  adbicd

S 8T8y T b2 T ashagh
1 3 JAM 2 |BM |2 |CM |2 a2h2e2
= () e "0bsty =
o I —— 1o |BeM| |CaM]
o 2 BMI12 10 |2, B2 2 ;
(432) Ad |2 |BM |2 |Ca |2 L 1S
i N o p o ams et
X o = (7w IR d|) ;
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(En la segunda igualdad se ha usado la seme-
janza del AA,B,Cy v AA,B,C, y la igualdad
(3); en la tercera ignaldad, las formulas (1);
en la cuarta, las formulas (2)). Observaciin.
Cuando d = R, el drea del triangulo formado
por los pies de las perpendiculares resulta ser
igual a cero, es decir, cstos pies se disponen
en una recta. Esta ultima se llama recta de
Simson (véase el problema I1.153).

I1.210, La afirmacion se deduce de un
hecho mas general: si en los lados del tridngulo
estan construidas unas circunferencias de modo
que sus arcos dispuestos fuera del tridngulo
suman 4% o bien 27, eslas circunferencias tie-
nen un punto comun (en nuestro caso en cali-
dad de semejante tridngulo puede tomarse cl
tridngulo con vértices en los puntos medios
del AABC y demostrar que las tres circun-
ferencias que pasan por los puntos medios de
AB, AC y AD; BA, BC y BD;, CA, CB y CD,
tienen up punto comun).

11.211. La afirmacion se deduce del hecho
signicnte. Supongamos que una circunferencia
arbitraria corta los lados del dngulo con el
vértice IV en los puntes 4, B y C, D; las
perpendiculares levantadas hacia los lados del
angulo en los puntos 4 y D, se intersecan en
el punto K, mientras que las perpendiculares
levantadas en los puntos 8 y C, concurren en
el punto L. Entonces, las rectas NK y NL
son simétricas respecto a la bisectriz de este
angulo. En efecto, LANK — LADK (los
puntos A, K, D y N se hallan en mna misma
circunferencia). Precisamente de la misma
manera £ ILNC = £/ LBC. A continuacion,
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LADK = 90° — LADN = 90° — LNBC =
= / LBC. (Se suponia que el cuadrilaiero
ABCD no tiene puntos miltiples).

I1.212. Supongamos que 4, B, C, D son
los puntos dados, D, es el punto de intersec-
cion de las rectas simétricas a las rectlas AD,
BD y CD respecto a las bisecirices correspon-
dientes del AABC. En el problema anterior
se ha demostrado que las circunferencias de
pedal de los puntos D v D, respecto al AABC
coinciden. Supongamos que las rectas simé-
tricas a las rectas BA, CA y DA respeclo a
las bisectrices correspondientes del ABCD,
sc intersecan en cl punto 4,. No es dificil
demostrar que 4, y D, son simétricos entro si
respecto a la recta CB. Por consiguicnte, las
circunferencias de pedal de los puntos D
{o D,) respecto al AABC y A (0 A;) respecto
al ABCD pasan por el punto medio de D,4,.
Al determinar de manera aniloga los puntos B,
y C,, descubrimos que cada una de las cir-
cunferencias de pedal examinadas pasa por
los puntos medios de los segmentos correspon-
dienles que unen los puntes 4,, By, C; v D,.
De tal modo el problema se ha reducido al
problema 11.210.

11.213. Supongamos que B, y C, son
puntos diametralmente opuestos a los puntos
By C; M es el segundo punto de interseccion
de B,B; con la circunferencia circunscrita
alrededor del AABC; C; es ¢l punto de inter-
seecion de AB v C,M. Segiun el teorema de
Pascal (problema 11.204) aplicado al hexdgono
ABCMBC,, los puntos O {(centro de fa cix-
cunferencia), B, vy € se hallan en una rvecta,
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es decip, C, (ommdo con ;. Pero L BMB, =
= LDBMB, = ), LCMCI = LC’MC2 =
= 90°; por lo tanto M es wno de los puntos de
interseccion de las circunferencias con los dia-
metros B8, y €CC,. Sea N el segundo punio de
interseccion de estas circunferencias. Su cuer-
da comtin MA contiene el punto de intersec-
cion de tas alturas del tridngulo ABC, o sea,
el punto H (problema II.19). Si BB, es la
altura det AABC, entonces | MH || AN | =
= | BH |-| IB,|. Por comnsiguiente (véasc
el problema 11.164), N se halla en la circun-
ferencia de los nueve puntos del AABC.

I1.218. Supongamos que el radio de la
circunferencia es igual a r y los angulos entre
los radios vecinos, trazados hacia los punlos
de tangencia en orden del recorrido, son
iguales a 2a, 28, 2y, 20 (@ + B 4+ v + 6 =
= n). Enlonces

S=rt{tga+ tgp+tey +txd) ()

L.os lados del cuadrildtero seran ignales (en-

contraremos uno de ellos) ar (tg o + tg p} =

= rw, cte. ’uesto que
c08 a.cos B

sen (& 4 ) = sen (y + 06}, sen f +9v) =

= sen (& + §), la féormula dada en la condi-

¢ién sc reduce a la forma

g2 smatPeen@iysni e o

€05 ot o8 B cos Y cos &

Nos queda demostrar la igualdad de los segun-
dos miembros de (1} v (2) a condicién de que
o+pf+y+06=n.
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11.219.  Demostremos  que S pypa =
o 1AM CN

== SBJ“IC + SAJID- bl !'_ABl! ] L\;D: = }I-!
entonces 8 gae = (1 — A) S yacr Sanp =
= AS pap. Por otra parte, al designar por
Iy, ko v & las distancias desde C, [} v NV hasta
ARB, hallaremos que b = Ay, + (1 — A) Ao
1

: 1»2— |AR }-h =
=hx |48 | b + (1 —1) s |AB| hy =

= R'SABD = I ('1 = }v) SBA(.‘ — ‘SAMD -+
+ O pmc-

IT1.221. Los angulos comprendidos entre
los lados, asi como entre los lados y las diago-
nales del cuadrilatero Q, se expresan a través
de los dngulos entre los lados y entre los lados
y Jas diagonales del cuadrilatero Q,. (Las dia-
gonales del cuadrildtero @, son perpendicula-
res a las diagonales correspondientes del cua-
drildtero Q; y pasan por sus puntos medios.)

F1.222. Examinense los paralelogramos
ABMK y DCML y demuésirese que KL divi-
de DA en la misma razén que el punto N, y la
recta MN es la bisectriz del angulo KML.

F1.223. Demostremos al principio que las
diagonales del cuadrildtero dado se dividen
en el punio de interseccion por la mitad, es
decir, que el cuadrildtero es un paratelogramo.
Sea ABCD el cuadrilatero dado; O, el punto
de interseccién de las diagonales. Supongamos
que | BO |<<|OD |, |AO0 | |OC |; exa-
minemos el AOA,By, simétrico al AOARB
respecto del punto O; es evidente que el radio
de la circunferencia inserita en el AOA,B,

Por consiguiente, S, pn =
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es menor que el radio de la inscrita en el
AQOCD, pero seglin la condicion éstos son
ipnales. Asi, pues, O es el punte medio dec
ambas diagonales. Demostremos que todos los
lados del cuadrililero son iguales. Hagamos
uso de la formula § = pr (S es el area, p,
el semiperimetro v r, el radio de la circun-
ferencia inscrita en el tridngulo). Puesto que
en el AABO y el ABOC las dreas y los radios
de las circunferencias inscritas son iguales, son
iguales también sus perimetros, es deciy,

F1.224. De manera analoga a como esto
se ha hecho en el problema anterior, demués-
trese que el punto de interseccion divide las
diagonales del cnadrilatero por la mitad.

11.225. Del enunciado del probleina se
deduce que ARBCD (fig. 38) es un cuadrilitero

% Fig. 38

convexo. Fxaminemos el paralelogramo
ACC,A,, en el cual los lados 44, v CC, son
iguales y paralelos a la diagonal BD. Los tri-
dngulos ADA,, CDC, v C;DA, son iguales a
los tridngulos ABD, BCD y ABC, respectiva-

mente. Por consigniente, los segmentos que
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unen D con los vértices 4, C, C,, 4,, dividen
el paralelogramo en cuatro tridngulos, en los
cuales los radios de las circunferencias inscri-
tas son iguales. Si O es el puuto de interseccion
de las diagonales del paralelogramo ACC,4,
entonces D ha de coincidir con O (si D, por
ejemplo, es interior al ACOC,, el radio de la
cirennferencia inscrita cn ¢l AA4ADA,; es mayor
que el radio de la circunferencia inserita en el
AAOA, y tanto mas cn el ACDC,). De esta
manera, AHLCHD es un paralelogramo, pero,
ademas, del problema II1.223 se deduce que
ACC,A, es un rombo, os decir, ABCD cs un
rectangulo.

11.226. La condiciéon necesaria y suficien-
te de que se cumplan los cuatro puntos es la
igualdad | AB || CD | = | AD |- | BC |. Para
los puntos a) y b) eso se deduce del teorema de
la bisectriz del angulo interior del Lridngulo;
para los puntos ¢} v d), del resultado del pro-
blema T1.234,

I1.227. Sea ABCD el cuadrilatero dado.
Supongamos que los angulos A y D son obtu-
s0s; B y C, agudos. Designemos log pies de las
perpendiculaces bajadas desde el vértice 4,
por M vy N, y desde el vértice C, por K y L
(fig. 39, a); R es el punto de interseccién de
MN y LK. Nolemos que 4, X, N, C, L, M
se hallan en una circunferencia con dia-
metro AC. Mostremos que MK || LN:
LMRKL=/MAL =9° —/B=/KCB =

A ; IMR}
L KELN., De esta manera, BN =

_ |ME|  sean L MCK _ sen(£C + £LB—90°%)
TOILN| T sen L LAN T sen (LA - ZLB—90%)

320




- cos (L Ad— L B) ’
= R A T ) Ahora, sea que P
y @ son los pies de las perpendiculares
bajadas desde el vértice B, ¥ §, el punto
de interseccion de MN y PQ (fig. 39, b).
Puesto que L/ PNB = /PAB =/C, oen-
tonces PN || DC, es decir, MQOVP es un

Fig. 39

trapecio (ANBP es un cuadrildtero ins-
crito, con didmeiro AB). De esta manera,
IMS| _ IMQ| _ |AB| cos(LA+ £ D—180%)
ISNT — IPNT ~ {AB|sen{ZB + Z.4—90°
= :2;‘3_‘4 L}A_BQ.{)D} . {Nos hemos valido de
que MQ es la proyeccion de AB sobre DC;
el angulo entre AB y DC en igual a £ A4 +
+ D — 180°). Asi, pues, los puntos Ry S
dividen MA en una misma razbén, es decir,
ellos coinciden; por lo tanto, las tres rectas se
cortan en un punto. Ahora es facil mostrar
que Jas cuatro rectas concurren en este mismo
punto.
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i1.228. Tlallemos en qué razon BC divide
MN. Esta razon es igual a la razén —f.—i—‘-g_’—
| MC| cos £ BCD '

[ BN cos 2. CBA
razoén, en que AD divide MN, es igual a

| A8 cos 234D Pero estas razones gon igua-
[N cos LADC " 7 e '

les, sa que £ BCD = s/ BAD, [CBA =
=/CDA yel A AMC es semejanieal A DNB.

11.229. Tomemos el punto M; de modo que
BCMM, sea un paralclogramo. M, se halla
en la ciccunferencia que pasa por los puntos
B, M y A. Puesto que |AM; | = |DM |
(ADMM, también es un paralelogramo), los
triangulos CDM y BAM, son iguales, es decir,
el radio de la circunferencia circunscrita alre-
dedor del ACDM es igual a R. Sera el mismo
el radio de la circunferencia circunscrita alre-
dedor del AADM.

I1.230. Designemos por £ y L los puntos
de tangencia de la circunferencia dada con las
rectas 4B y AD. Para concretar, supongamos
que K y L son interiores a los segmentos 4B
y AD. En la recla CB tomemos el punto P
de modo que |BP {= |BK | y B se halle
entre P y C, vy en la recta CD, el punto @,
que |DQ|=|DL| y D esté entre C
y Q. Tenemos: |CP | = |CB |+ |BK|=
—1CB|+{AB|— |AK |=1CQ|. La
circunferencia que pasa por P y Q y es tan-
gente a las rectas CB y CD, corta BD en tales
puntos M, v N,, para los euales se cumplen
las igualdades | BM, |- |BN,|=18BM | X
X |BN|; |CN, |- |CM,|=|CN||CM|

322

De manera andloga, la




De estas igualdades se pnede obtener que M,
y IV coincidirdn con A y N. De manera andlo-
ga se examinan otros casos de disposicion de
los puntos. El analisis sucesivo de las varian-
tes se evita indicando en las rectas AB, BC,
CD y DA las direcciones positivas y exami-
nando los segmentos dirigidos en estas rectas.

IT.231. Para concretar, supongamos gue
B y D se hallan en el interior de la circunfe-
rencia. Designemos por P y @ los punlos de
interseccion de la recla B0 con {a circunferen-
cia (P es el mas préoximo a B) y por L, el punto
de interseccion de CB con la circunferencia;
! es la tangente a la circunferencia que pasa
por C.

Examinemos el trianguwlo PCN, desde
cuyos vértices parten las rectas PQ, NW y L
Usando e} teorema de Ceva (problema II.44)
y razonando de la misma manera que en el
problema II.49, obtenemos que la condicion
necesaria y suficiente para que las rectas
PQ, NM y [ se inlersequen en un punio, es el
cumplimiento de la igualdad

IPM| 1CQ| INC
134C1 "T10NT T TICP

Por otra parte, en el hexdgono ALPMCQ
las diagonales AM, LC, PQ se intersecan en
un punto. Por comsiguiente {véase el proble-

ma [1.49),
AL [ | PM || CQ | = | LP |

Sl 1 Q4 |
(2)
| QN | =

|. De eata manera,

Es evidenle que | NC
= |LP ], |CP | = |Q4
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de Ja validez de la ignaldad (2) se deduce la
de la igualdad (1).

11.232. 1. Puesto que U, es el centro de la
circunferencia inscrita en el tridngulo ABC,
entonces / BOA = 90° -i——%— £ BCA (pro-

blema 1.46). Por lo tanio, L B0OA = £LBOA
v el cuadrildtero 4 B0,0, ¢s inscrito (fig, 40, a);

por consiguiente, el angulo adyacenle al
£ BOO, es igual al LBAO, = LBAD.
Analogamente, ¢l dngulo adyacente al /. B0,0,
es igual a 5 ZBCD. Pero 5(LBAD +

+ £ BCD) = 80°; por tanto, £.0,0,0, = 90°.

2. Para demostrar la segunda parte mostre-
mos al principio que la distancia desde el
vértice del tridngulo hasta el punto de inler-
seccidn de las alturas se determina por comple-
Lo por la magnitud del dngulo en este vértice
v por el largo del lado opuesto, a saber

(lig. 40, b): |CH | =|CB| 2% =
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- cos e = | AB | ctg «. Puesto que

sen o
el cuadrilitero ABCD es inscrito, entonces
| AH, | = | BI, | v AH; || BIl,; por consi-

guiente, ABH,H ; es un paralelogramo. De
este modo, el punto de interseccion de AH,
y BH, divide AH, y BH; por la mitad. Al
examinar otros paralelogramos, obtenemos que
los segmentos 7,4, H B, H,C, I{|D se inter-
secan en un punto (M) que los divide por la
mitad, es decir, los cuadriliteros ABCD y
HH, I ,H, son ccntralmente simétricos res-
pecto al punto M (fig. 40, ¢).

11.233. Si los lados del triangulo ABC
opuesios a los vértices 4, B y C son iguales
a a, b y ¢, respectivamente, mientras que los
angulos ADB, BD(C v CDA son iguales a
%, P y ¥ (suponemos que o + f + y = 2x),
las distancias a partir del punto D hasta los
puntos de interseccién de las alturas de los
tridngulos ADB, BDC v CDA son iguales a
los valores absolutos de las magnitudes ¢ ctg «,
a ctg B, bctg y (véase la solucion del proble-
ma [1.232). No es dificil corciorarse de que el
arca del tridngulo con vértices en los puntos
de interseccion de las alturas de AADRE,

ABDC y ACDA seri igual a 3 colga X

X a ctgB sen B —}——;:-a ctg B-& ctg y sen € +
—}--é— betgy - c ctg asen A = Sppe X
X (ctgactgP +-ctgPetgy +eigyctga) =
= 8 450, puesto que la expresién entre parén-
tesis os igual a 1. (Demuéstrese esto tomando
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en consideracion que o« 4 p + y = 2zn). De
manera anidloga se examinan otros casos de
disposicién del punto D (cuando uno de los
angulos «, P, y es igual a la suma de los
dos otros).

I1.234. a) Supongamos que ABCD es el
cuadrilatero dado, R v Q son los puntos de
tangencia de las circunferencias inseritas en
el AABC y el AACD, respectivamente, con
la recta AC. Entonces (véase el problema 1.18),

|RQ | =140 — |AR||= 5 |(14B | +
+1AC |~ |BC|) — (14D | + 14C | —
—1CD )| = 5 || AB|+1CD | — 14D |-

— 1 BC | |. Puesto que ABCD es un cuadrila-
tero circunserito, resulta que |4AB | + | €D |=
= | AD | 4 | BC |, es decir, | RQ | = 0.

by Si X, L, M, N son los puntos dec tangen-
cia de la circunferencia con los lados del
cuadrildtero, y X,, L;, M,, N, son los puntos
de tangencia de las circunferencias inscritas
en el AABC y el AACD (fig. 41), entonces
N(K, || NK, ML, || ML. Demostremos que
también K I, || KL, N.M, || NM. Como las
circunferencias inscritas en el AACB y el
AACD son tangentes una a ofra en la diago-
nal en el punto P, resulta que | AN, | =
= |AP | = | AM |, es decir, N,M, || NM.
Por consiguiente, el cuadvildlero K,L,M,N,,
al igual que el cuadrilitero KLMN, es ins-
crito.

11.235. Supongamos que (fig. 42, 4, b)
0,, 0,, O3, O, son los centros, respectivamen-
te, de las cireunferencias inscritas en AABC,
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ABCD, ACDA y ADAB. Puesto que 0,0,0,0,
es un rectdngulo (véase el problema I1.232),
entonces 10,0, 1 = |0,0,|. 81 K y L son

Fig. 41

los puntos de tangencia de las circunferencias
inscritas en el AABC y el AACD, con AC,

Fig. 42
entonces | KL | = %||A81+]CD|-—
— | BC | — | AD | | (véase la soluciéon del

problema [1.234). Andlogamente, si P y Q
327



son los puntos de tangencia de las circunfe-
rencias correspondientes con BD, entonces
| PQ | = | KL |. Tracemos por O, la recta
paralela a AC hasta que se interseque con la
prolongacién de O;K. Obtenemos el AO,0,M,
de manera andloga construiremos el AO,0,R.
Lstos dos tridngulos rectangulos son iguales,

ya que tienen | 0,0, | = 0,0, |, |0:M | =
= |KL|=|PQ}=10R]. Por consi-
guiente, |OM | = | 0,R |; pero |OM | es

igual a Ia suma de radios de las circunferencias
inscritas en el AABC y el AACD, mientras
que | O, | es igual a la suma de radios de las
circunferencias inscritas en el AACD y el
ABDA (véase también el problema I1.315).

I1.236. Supongamos que en el cuadrildtero
ABCD (fig. 43) |AB|=a, |BC|=b,

- G
B I
X M
A
Fig. 43

1CD | =c, |DA|=4d,|AC |=m, | BD |=
= n. Construyamos en ¢l lado 4B hacia el
exterior el tridngulo AKB semejante al tri-
angulo ACD; ademds, /L BAK = £ DC(CA,
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LABK = ZCAD y enellado AD construya-
mos el A AMD semejante al AABC, L DAM =
= / BCA, LZADM = L CAB. A partir de la

semejanza correspondicnte obtenemos: AKX |=

—2  jamM | =2, |KB|=|DM|=
m m

- %‘i Ademés. ZKBD + £ MDB = /.CAD -+

+ ZLABD + /. BDA + £ZCAB = 180° es
decir, el cuadrilatero KBDM es un paralelo-
gramo. Por lo tanto, | KM | = | BD | = n.
Pero L KAM = /A + £C. Segin el
tcorema de los cosenos para el AKAM
ac \? bd \2 ac bd
tenemos: n® =(?) +(§—) -2(—(}1—)(;)><
x cos (4 + C), de donde m?n® =a%®
+ b%d® — 2abced cos (A + O).

I1.237. La afirmacion del teorema de To-
lomeo es el corolario del teorema de Bretschnei-
der (véase el problema I1.236}, puesto que para
el cuadrildtero inscrito £ A - £2C = 180°.

I1.238. Si MPB es el mayor de los segmentos
| MA |, | MB |, | MC |, entonces, al aplicar
¢l tcorema de Bretschueider (problema 11.236)
al cuadrildtero A BCM , oblenemos que | M B =
=IMAP+ | MCP?2—2|MA| |MC| X
X cos (LAMC -+ 60°), es decir, | MB | <
< |MA | + | MC |, puesio que L AMC ==

= 120°.
IT.239. Al sustituir en la expresién
taﬂtvé + lavtog = foLpa (1)

los segmentos de Jas tangentes por las férmu-
las obtenidag durante la solucién del proble-
e 1.201, cerciorémonos de que, si Ia correla-
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¢ion (1) se cumple para ciertas circunferencias
o, B. ¥ ¥ 8 que son tangentes a la circunferen-
cia dada en los puntos 4, B, C y D, respectiva-
mente, entonces la misma se e¢umple para
cualesquiera circunferencias de este tipo.Queda
por verificar la validez de la correlacion (1)
para algin caso particular. Si o, f, ¥ v &
son circunferencias de radio cero, obtenenos
el teorema de Tolomeo corriente (problema
11.237). Es posible, para no alegar el teorcma
de Tolomeo, tomar las circunferencias o y 6
de radio cero, las circunferencias f y y tangen-
tes tanto a la circunferencia circunscrita alre-
dedor del cuadrilatero ABCD, como tangentes
a la cuerda AD. En este caso la validez de la
correlacién (1) se compruchba ficilmente. De
aqui, en correspondencia con la observacién
hecha, deriva su validez en todos los casos
(con esto también queda demostrada simulti-
neamente el teorema de Tolomeo corriente).

I1.240. Al demostrar nuestra afirmacién,
valgaimonos del procedimiento llamado «dila-
tacién» de circunferencias. La esencia de ecste
procedimiento congiste cn lo siguiente. Sea
que dos circunferencias, por ejemplo, z y B,
son tangenles a cierta circunferencia 2 exte-
riormente. Examinemos las circunferencias
a', B’y 2’, concéntricas a et, By I, respectiva-
mente. Ademas, si el radio de la circunferen-
cia 2’ es mayor que el radio de la circunfe-
rencia 2 en la magnitud y, v los radios de
las circunferencias o’ y f’ son menores gque
los radios de ¢« v B en la misma magnitud v
(y es suficientemente pequedia), lag circun-
ferencias o’ y P’ seréan tangentes a la cireun-
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ferencia X’ exteriormente y la tangente exte-
rior comun. a las circunferencias o’ y B’ es
igual a la tangente exterior comun a las cir-
cunferencias « v f. De la ‘misma manera se
examina el caso, en que @« y f son tangentes a
2 por el interior. Pero si @ y P son tangentes
a % una por ¢l exterior vy la otra por el interior,
al aumentar el radio de X, el radio de la pri-
mera disminuye y el de la segunda, crece, al
mismo tiempo la tangente interior comin a las
circunferencias o’ y pf no varia.
Examinemos, para concretar, el caso, en
que en la igualdad (*) (véase la condicién del
problema) figuran sélo los segmentos de las
tangentes exteriores comunes. (Notemos que
ninguna de las circunferencias puede encon-
trarse en el interior de otra.) Demostremos que
las circunferencias o, B, ¥ y 6 son tangentes
a cierla circunferencia ¥ de modo igual: todas
ellas la tocan por el exterior o bien por el inte-
rior. Supongamos que no todos los radios de
las circunferencias o, B, y y 8 son iguales
entre si (el caso de radios iguales se examina
facilmente por separado) ¥y, para concrelar,
¥y, el radio de la circunferencia «, es el mini-
mo. Examinemos las circunferencias o', f,
v, &', donde o' es Ja circunferencia de radio
cero, 0 sea ¢l punto que coincide con el centro
de la circunferencia «, mientras que p’, vy,
8’ son las circunferencias concéntricas a las
circunferencias B, y, & con radios reducidos
en la magnitud r,. Para los razonamientos
ulteriores sirvidmonos de la afirmacion siguien-
te, designindola con Ja letra (T): si P
y', & son tres circunferencias. ninguna de las
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cuales es interior a otra y por lo menos una
de ellas no tiene radio cero, existen precisa-
mente dos circunferencias 2, y Z,, cada una
de las cuales es tangente a lag circunferencias
P’y v ¥y & de manera igual (T).
Regresaremos a esta afirmacion al final de
la resolucion.
- En las circunferencias 2, y X, tomemos los

t r
puntos &y y @, de tal manera gue _ta-ﬁ =
a b

ol e %; ademas. o, y 0y se si-

R fory
than en los arcos que no contienen los puntos
de tangencia a la circunferencia y’. Para tres
cuaternas de circunferencias (a’, f’, y’, §°),
(@, B 75 8), (@ B, ¥, &) se cumple la
correlacion (*); para la primera, es la afirma-
cién de nuestro problema, para las demés dos,
esto se hace sobre la base de la afirmacién del
problema I1.239. (o', «,, @, son circunferen-
cias de radio cero.) Por consiguiente,

"'f-'l’-tﬁJ s ﬁasﬁl =y fa;g; _p'
by G gyt |

Pero el lugar geométrico de los puntos M,
para los cuales la razén entre las tangentes y
dos circunferencias fijas es constante, es una
circunferencia (véase el problema 1.11). Por
consiguiente, &, &, y «’ pertenecen tanto al
lugar geométrico de los puntos, para los cuales
la razén entre las tangentes trazadas a las
circunferencias f’ y 6’ eg igual a A, como al
lugar geométrico de los puntos, para los cuales
la razén enire las tangentes trazadas a las
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circunferencias B’ y vy’ es igual a p. Pero esto
significa que a' ha de coincidir con o, o a,.

Supongamos que @, ¥ %, coinciden. Demos-
trenmios que en este caso las circunferencias de-
terminadas por los parametros A ¥ u se tocan.

~

Tomemos A 5= A, pero suficientemente proxi-

mo a 4, A determinard en X, y 2, dos puntos

o~

o, ¥ o, para los cuales

L~ f~ Loy

Cad !N :
a[ﬁ’ agé’
~r INB' tf'\f 6'

Encontremos: p = ?E.._ = T‘fs_. . P
1y %2y’

siguiente, las circunferencias que corresponden
-~ P~
a los pardmetros A y pu, lienen la cuerda comin

or con-

i~ i~ ~ ~
o,y Si A —» A, entonces u— n, |ogo, | —
— 0, es decir, las circunferencias que corres-
ponden a los parametros A y p, entran en con-
tacto en el punto o, = a,. De esta manera,
o', B, 9" y O’ son tangentes a =, o X,. «Dila-
tando», respectivamente, £, o X, en la magni-
tud Zr,, obtenemos que «, §, v y 0 son tan-
gentes a cierta circunferencia o recta (3, 0 X,
pueden ser una recta) o tienen un punto comin.
Si en la igualdad (*) algunos de los seg-
mentos son segmentos de tangentes interiores
comunes, es necesario demostrar la existencia
de la circunferencia £ que es tangente a a, P,
v v 8 y de otra tal, que aquellas de las circun-
ferencias «, P, vy v 8, para las cuales en la
igualdad (*) figura la tangente interior comin,
son tangentes a 2 de modos diferentes. De
manera correspondiente tiene gue cambiarse
la afirmacién (T).
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Volvamos a Ia afirmacién (T). Haciendo la
«dilatacion», es posible reducir la afirmacién
al caso, en quo una de las circunferencias p’,
y', 8" tiene radio cero, o sea es un punto. El
lector instruido de lo que es la «inversiény, de-
mostrard facilmente que la afirmacion (T)
ahora resulta ser eguivalente a la afirmacion
de que cualesquiera dos circunferencias no
dispuestas una en el interior de la otra tienen
precisamente dos langentes exieriores comu-
nes. (Véase el Apéndice). Observacion. Si tres
de las cuatro circunferencias dadas «, B, v 6
tienen radio cero, o sea son puntos, se puede
simplificar sustancialmente la demostracién.
[agase por su cuenta. En lo ulterior (véase el
problema IT1.287) necesitaremos precisamente
este caso particular.

I1.241. Muéstrese que cada una de estas
condiciones es necesaria y suficiente para
que exista una circunferencia inscrita en el
cuadrilatero ABCD (véase también el proble-
ma 1.19).

I1.242. Muéstrese que cada una de estas
condiciones es necesaria v suficiente para que
exista una circunferencia que es tangente a
las rectas A8, BC, CD y DA, cuyo centro se
halla fuera del cuadrilitero 4BCD.,

I1.243. Supongamos que ABCD es un cua-
drildtero circunscrito, @, el centro de la circun-
ferencia inserita, M, el punto medio de AC,
M,, el punto medio de BD, r, ¢l radio de la
circunferencia (las distancias desde @ hasta
log lados son iguales a r), Zye Yrr 21y Uy SON,
respectivamente, las distancias desde M, has-
ta dB, BC,CD, DA; zy, y,, 24, u, son, respecti-
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vamenie, fas dislanciag desde A7, hasta log
mismos lados. Puesto que | 4B | + | CD | =
= |BC| + | DA |, entonces |AB |r —
—BCjir+|CD|r— |DA |r=0. Ade-
mas, |AB |2, — V\BCly, + |CD |z —
— |DA Juy == 0, | AB |z, — | BC |y, +
+ 1CD |z, — | DA uy, =0, pero precisa-
mente esto significa que los puntos O, M,, M,
se hailan en una recta (véase la ohservacién al
problema 11.22). Precisamente de la misma ma-
nera se examinan olros casos de disposicion de
los puntos 4, B, ¢ y D y del cenlro de la
circunferencia. En este caso hay que hacer
uso de las relaciones que surgen entre los
segmentos | AB |, } BC |, | CD |, | DA | (véase
los problemas I1.241, 11.242) y, como se ha
dicho en la observacién del problema I11.22,
si cualesquiera dos puntos se encuentran dis-
puestos por diferentes lados de alguna recta,
a las distancias correspondientes hay que
atribuirleg signos diferentes.

11.244. Designemos por L y P, respectiva-
mente, los puntos de intersecci6n de las rectas
AM vy AN con la circunferencia. Como se dedu-
ce del problema 11.204, las rectas BL, DP y
MN se cortan en un punto. Pero BL y DP
son diametros que se intersecan en el centro de
la circunferencia, por comsiguiente, MN pasa
por ¢l centro de la misma.

11.245, Apliguese el teorema de Pascal
(problema 11.204).

I1.246. Supongamos (fig. 44) que P es el
punto de interseccién de las diagonales y K,
L. M, N son los pies de las perpendiculares
bajadas desde P sobre AB, BC, €D y DA,
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respectivamente. Puesto que PABL es un
cuadrilatero inscrito, /. PKL = / PBC; ana-
logamente L PKN = / PAD; pero LPBC =
= /L PAD, ya que éstos se apoyan sobre un

Fig. 44

mismo arco. Por consiguiente, KXP es la bisec-
triz del angulo NXIL; por eso, las bisecirices
de los dngulos del cuadrilatero XKLMN se cor-
tan en el punto 2 que es precisamente el cen-
tro de la circunferencia inscrita en el cuadrild-
tero KLMN. Ahora supongamos que las dia-
gonales AC y BD son mutuamente perpendicu-
lares, {2 es el radio de la circunferencia dada,
d, la distancia de P hasta su centro, | 4P | X
X | PC | = R® — 48

El radio de la circunferencia buscada r
es igual, en particular, a la distancia desde P
hasta KIL. Al {lesignar LKLP = / ABP =
=, LPBC = B, encontramos: r =| PL | X

sena = | PB|.senfiseno = |PB|—5+— Ilgéli
4P| pe e | PB| |AC]
X TaEr < o |BC|-{AR] sen (2+B)
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. sen (o +) - (R — dY - 28 aBc 1

TAC| 28 4iac 2R
R2—_ g2 L Ri_gr
=—5p — Respuesta: T

I1.247. Supongawos (fig. 45) que ABCD
es el cuadrilitero dado, P es el punto de inter-
seceion de tas diagonales, K ex el punto medio

(A

Fig. 45

de BC y L es el punto medio de 4D, Demostre-
mos que la recta LP es perpendicular a BC.
Al designar por 3/ el punto de interseccién de
LP con BC, obtendremeos: /. BPM = /. ILPD =
= LADP = £ PCB. Por consiguiente, PM |
L BC. Por lo tanto, OK || LP. De manera
andloga PX || LO y KOLP os un paralelogra-
mo, | LK *+ [PO* =2(|LP |* + | PK P)=

- 2( lAfiz =" |Bf|2)= 2R*. (Silascuerdas AD

y BC se desplazan de manera gue tengan
un extremo cemin, y los arcos correspon-
dientes prolonguen uno a otro, se formard un
tridngulo rectdngulo con los catetos | AD | y
[ BC | y la hipotenusa igual a 2R: por io
tanto, | AD | + | BC |? = 4R%) Por conse-
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cuencia, | LA |2 = 2R* — d* y los puntos L
y K so hallan en Ja circunferencia con el centro
en S que es el punto medio de PO, y el radio
jgual a 1/2 1V 2R® — g% Pero el ALMK es
rectangulo, MS es la mediana, |MS | =
- % | LK | = % V' 2R — d*, es decir, M se
sitta en la misma circunferencia. Respuesta:
1, V 2R® — @8,

11.248. De los dos problemas anterioves sc
deduce que si las diagonales del cuadrildatero
inscrito son mutuamente perpendiculares, Jas
proyecciones del punto de interseccion de las
diagonales de este cuadrilédtero sobre sus lados
sirven de vértices del cuadrildtero gque puede
inscribirse en la circunferencia, y alrededor
del cual puede circunscribirse una circun-
ferencia; ademds, los radios de las circunfe-
rencias inscrita y circunscrita y la distancia
entre sus cenlros se determinan por complelo
por el radio de la circunferencia ciccunscrita
alrededor del cuadrilitero inicial, y por la
distancia desde su centro hasta el punto de
interseccion de las diagonales del cuadrilatero
inscrito en aquélla. Por consigniente, al girar
las diagonales del cuadrildtero inicial alrede-
dor del punto de su interseccion, el cuadrila-
tero formado por las proyecciones de este
punto, girard, permaneciendo inscrito en la
misma circunferencia y circunscrito alrededor
de la misma circunferencia. Es facil mostiar
también, tomando en consideracién las expre-
siones para los radios de las circunferencias
inscrila y circunscrita obtenidas en dos pro-

338



blemas anteriores, que la relacién, propuesta
para dewmosirar, se cumple en caso de semejan-
tes cuadrilateros.

Para concluir la demostracién nos queda
demostrar que cualquier cuadrildtero “inscri-
to-circunscrilo”™ puede obtenerse a partir del
cuadrilidtero inscrito con diagonales mutua-
mente perpendiculares segin el procedimiento
indicado arriba. En efecto, si KLMN eg un
cuadrildtero «inscrito-circunscriton, P es el
centro de la circunferencia inscrita, al trazar
las rectas perpendiculares a las bisectrices
KP, LP, MP, NP, que pasan por K, L, M
y N, respectivamente, obtenemos el cuadrila-
tero ABCD (véase la fig. 44). Ademés,

ZBPK = L KLB = 90° — -/ MLK (se usa,
en particular, el hecho de que el cuadri-
litero PKBL tiene rectos los 4ngulos opuestos

Yy, por consiguiente, es imscrito). De ma-
nera analoga, /KPA = / KNA = 90° —

._% LMNK y, por lo tanto, L BP4 =

= £BPK + LKPA = 180° — L (L MLK +
+ LMNK) = 90°. De esta manera, todos los
dngulos BPA, APD, DPC y CPB son rectos,
P es el punto de intersecciéon de las diagonales
del cuadrildtero ABCD y las diagonales mis-
mas son mutuamente perpendiculares. No es
dificil mostrar que ABCD es un cuadrilétero
inscrito, puesto que

LABC + LADC = £ PBL + £PBK -
+ LEDN + £ PDM = £L.PKL 7 PLE 4
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+ LPMN + LPNM = L(LNKL +
+ LKLM + ZLMN + LMNK) = 180°.

Observacién: véase también el problema
I1.319.

I1.249. Los puntos medios de los lados del
cuadrildtero forman un paralelograme, cuyas
diagonales son paralelas a los segmentos que
unen los centros de masas de los tridngulos
opuestos. Olro paralelogramo lo forman las
cuatro alluras de los tridngulos examinados,
que parten de los vértices del cuadrilatero.
Los lados del primer paralelogramo son para-
lelos a las diagonales del cuadrilatero, mien-
tras que log del segundo son perpendiculares a
éstas. Ademas, Jos lados del segundo paralelo-
gramo son c¢tg « veces mayoreg que los lados
correspondientes del primero (x es el dngulo
agudo comprendido entre lag diagonales del
cuadrildtero.)

11.250. Demostremos que ambas afirma-
ciones (BD es la bisectriz del angulo ANC,
AC, la biseclriz del 4ngulo BMD) son equiva-
lentes a la igualdad | AB || CD | = | 4D | X
X | BC |. Tomemos en el arco BAD el punto
A, de manera que |DA,|=]14B /| La
condicién del problema equivale a que la
recta 4,C pasa por NV que es ¢l punto medio de
BD, es decir, a la igualdad de las Areas de los
triangulos DA,C y A, BC, de donde | DA, | X
X |DC | = | BA, |-} BC |, es decir, | AB | X
% 1€0D =140 |-1B¢C |.

11.251. La perpendicularidad de las bisec-
trices se demuestra sin dificnltad. Demostre-
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mos la segunda afirmacion. Supongamos que W
es el punto medio de AC y N, el punto medio
de BD. De la semejanza de los tridngulos
AKCy BKD ge deduceque L MKA = L NKD
v |IMK}  |AC|
* |KN| 18D
angulo BKC es también la bisectriz del dngulo
MKN y divide el segmento MN en la razén
IME| _ 14C1 5o
| KN| |BD{ *
misma razdén también la bisectriz del angulo
ALB divide MN.

IE.252. Supongantos que ABCD es el cua-
drildtero dado, O esel centro de la circunferen-
cia circunscrita alrededor del tridngulo 4 BC,
0, y O, son los centres de las circunforencias
circunscritas alrededor de los triangulos DAB
y BCD, K y L son, respectivamente, los pun-
tos medios de los lados A8 y BC. L.os puntos
0Oy vy O, se hallan en OK y OL; ademas,

190 _ 199 ety se deduce del hecho
[0.K] 10,L]
de que 0,0, es perpendicular a DB y, por con-
siguiente, 0,0, es paralela a LK (LK es parale-
la a AC). Por lo tanto, las rectas AQ, v CO,
dividen OF en una misma razon. (Apliquemos
el teorema de Menclao que figura en el pro-
blema I11.45, a los tridngulos OKB y OLD.)

11.253. Designemos el radio de la circun-
ferencia con R v las distancias desde P, Q y
M hasta el centro, con e, b y ¢, respectiva-
mente. Entonces (problema 1.272) | QP > =
= a® 4+ b* — 2R? QM |2 = b® + ¢ — 2R?,
| PM [* = ¢* + a> — 2R% Si O es el centro
de la circunferencia, para ue QO sea perpen-
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dicular a PM, es necesario y suficiente gue
se cumpla la igvaldad (problema I1.1) |QP [ —
— | QM * = | 0P P — |OM B o bien (a* +
+ b2 — 2R?) — (b* 4 ¢ — 2R?) = a® — A
De manera anéloga se verifica la perpendicula-
ridad de otros segmentos.

I1.254. Si M, N, P y Q son, respectiva-
mente, los puntos de tangencia de los lados
AB, BC, CD v DA con la cireunferencia, como
se deduce de Ia resolucion del problema 1.236,
MP v NQ se cortan en el punto de interseccién
de AC y BD. Precisamente de la misma mane-
ra demostramos que las rectas MN y PQ sc
intersecan en el mismo punto que las rectas AC
y KL, mientras que las rectas MQ y NP, en
el mismo punto que las rectas? KL y BD.
Ahora, para el cuadrilatero MNPQ valgdmo-
nos del resullado del problema anterior.

11.255. Designemos: /. DAN =/ MAB =
= . Supongamos que L es el punto de inter-
seccion de AM y NB, P es el punto de inter-
seccion de AN y DM, Q es el punto de inter-
seccién de AK y MN. Segin ol icorema de
Ceva (problema I1.44), parael A AMN tenemos:

\NQI __ 1AL1  |NP| _ Swnam  Sowm

|OM1 — ILM]| " 1PAT ~ Snms Span
1 y _1AM| 1
JE— 4 V —— 5 — o "T‘
5 JAN| s sen L NAB 22ANI [NM| X
X tgpcos LANM
%MM!-INMI tg pcos L AMN-% X

[AN]
cos @

~|AM | zen L MAD

_ |AN|cos L ANM
T JAM[ecos L AMN
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es decir, Q¢ divide NM en la misma razén que
la altura bajada desde A sobre NM.

IT1.257. Demuéstrese al principio la afir-
macién auxiliar siguiente: si A, B, C son
puntos en una recia, M, un punto arbitrario del
plano., los centros de las circunferencias cir-
cunscritas alrededor de los tridngulos MAC,
MBC, MCA v el punto M se hallan en una
circunferencia. Luego hagase uso del resulta-
do del problema I1.256.

I1.258. Designemos los puntos de inter-
scceibn de las rectas por 4, B, C, D, P, @
(los puntos se disponen dela misma manera que
en la solucion del problema 1.271); O es el
centro de la circunferencia que pasa por 4,
B, Cy D: R es suradio; a y b son las tangentes
trazadas hacia la circunferencia desde P y O,
respectivamente. El hecho de que M se halla
en PO se ha domeostrade al solucionar el
problema [.271. Ademas, también se ha demos-
trado que |PM |-|PQ|=4a% |OM | X

X QP | = 8, |QPF = V& + 5. De
tal m::lera, | PM | = P | QM | =
= WET'—E;; A Ademés, l PO l == ]/-{12 — st
1 Q0 | = Vb — R®. Porconsiguiente, |PO|2—
— Q0P =a— b= |PM P — | OM P.

Pero esto significa que OAf | PQ. Para con-
cluir la demostracion hace falta examinar el
caso en que {(con las mismas designaciones)
en la circunferencia estan situados los puntos
A, C, PyQ (véase también el problema 11,253
y su solucidn).
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£1.259. Si una recia se desplaza paralela-
mente a st misma, la recta de Luler del tri-
angulo, uno de cuvos lados es la recta que se
mueve, se desplazard paralelamente a si mis-
ma. Tomandolo en consideracion, es ficil
redueir el problema al siguiente. Sea que A,
C y D son tres punios en una recta; 5, un

%

Fig. 46

punto arbitrario del plano. Si la recta de
Euler del tridngulo ABC es paralela a BD,
la recta de Euler en el triangulo CBD es
paralela a AB (fig. 46). Demostrémoslo. Desig-
nemos: L BCD = ¢ (supongamos que C se
halla entre 4 y D, ¢ <{90°), O, y H, son el
centro de la circunferencia circumscrita y el
punto de interseccién de las alturas del AABC,
0, y II, son sus homblogos en el ABCD. Cir-
cunscribamos alrededor de ABH, una circun-
ferencia, M es su punto de interseccion con
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Oyd1;.  Demostremos que los cuadriiateros
O AMB y O,DH,B son semejantes. En pri-
mer lugar, los tridangulos O, AB y 0O,DB son
triangulos isésceles semejantes vy L MAB =
=L MH,B =/ H,BD =/ H,BD (BD es para-
lela a O,H,), L MBA = /. MH,A = £ H,DB
(A, y DI, son perpendiculares a CB). La
sernejanza de los cuadrildteros estd demostrada.
Luego: LOH,B = /0MA = LI MA =
= LH,BA = LH,BA, c¢s deciv, H,0, es
paralela a AB.

I1.260. Del resultado del problema 11.19
se deduce que la cuerda comun de las circun-
ferencias con didmetros AE y DC (asi como
DC y BF, BF y AFE) conliene los puntos de
mterseccion de las alturas de los tridngulos
ABC, BDE, DAF y CEF. Supongamos tam-
bién que A es el punto de interseccién de 4 %
¥y DC, L es el punto de interseccién de AE
y BF. Segtn el teorema de Menelao (proble-
ma II.45), para los tridngulos BEA y EAC

s, 51 BT et
BT hap = 1+ Al dividir estas igual-

dades término a iérmino wna por otra y

tomando en consideracién que |'g§: ¥ :gﬁ:

% %:1, obtenemos: -:%le__z L};{EEII . Exa-

minemos la circunferencia con didmetro AE.
Para todos los puntos P de esia circunferen-

%{;—%— es constanle (véase el

preblema I1.9). Lo mismo es cierto también
para las circunferencias con didmetros DC

c¢ia la razdn
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y BF. De esta manera, las tres circunferencias
se intersecan en dos puntos P; y P, tales que
las razones entre las distancias desde P, y
P, hasta K. L y M son iguales para ellas.
Ahora se puede aprovechar el resultado del
problema I1.14.

11.261. La afirmacion se deduce del resul-
tado del problema anterior.

I1.262. Designemos con I (ABC) la media-
triz trazada hacia el segmento que une el punto
de interseccion de las alturas y el centro de la
circunferencia circunscrita alrededor del tri-
dngulo ABC. Supongamos que la recta inter-
seca las rectas BC, CA y AB en los puntos D,
E y F, respectivamente. Demostremos al prin-
cipio que durante el desplazamiento de la
recta DEF paralelamente a si misma, el punto
M de interseccion de las rectas [ (DFB) y
I (DEC) describe una linea recta. Sea que los
puntos D,, E,, Fy; Dy, E,, F,; D, E; Fy
corresponden a las lres posiciones de esta
recta. Las rectas I (D;F;B) y 1 (D;E;C), donde
i =41, 2, 3, se intersecan en M; y cortan la
recta BC en los puntos N; y K;. Es facil ver
gue el punto N, divide el segmento NN,
en la misma razon que el punto K, divide el
segmento K, K. Esta razén es igual a la razén
en que D, divide D, D; (cn la misma razéon £,
divide E\E, v F,, FF,). Como las rectas
1 (D;F;B) son paralelag enlve si y las rectas
I (D;E;C) lo son también, la recta I (D,F,B)
divide el segmento M,M; en la misma razén
que la rvecta I (D,I,C), es decir, M, se halla
en el segmento M, M ;.

Mostremos ahora que el punto M describe
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larecta I (4 8C). Para esto es suliciente demos-
trar que para dos posiciones de la vecla DEF
el punto correspondiente 37 se halla en I (4 BC).
Examinemos el caso en que esta recta pasa por
4 (los puntos £ y F coinciden con 4). Tntro-
duzcamos el sistema de coordenadas, en el
cual los puntos 4, B. € v D tiencn coordena-
das 4 (0, a). B (6. 0).C (c. 0}, D (d, 0). Encon-
iremos la ecuaciéon de la recta ! (ABC). El
punfto de interseccién de las alturas del tri-
angulo A BC tiene las coordenadas {0 - %),
“+c

; : : b
el centro del circulo clrcunscnto,( é ¢

% {a + —'Z—c ) } . Escrihamos la  ecuacion

de la rectal (ABCYy: x(b+e)-i y (a+ Sbc)

— —aw -+ be __w3b_§ . Sustituyendo en
4 4a g

esla ecuacion ¢ por d obtenemos la ccuacidén
de la recta I (ABD)} y sustituyendo & por d,
la ecuacién de la recta ! (ACD).

Se puede comprobar que las tres rectas
ticnen un punio comun Q (o, Yo), donde

hed 1
Ty (b+c + d) — 4a3" Yo = 5= X
X (a — bc — cd — db). Con esto se concluye
la demostracion, puesto que el caso, en que la
recta DEF pasa por B y C, equivale al exami-
nado.

11.263. Sean I, m, n y p las rectas que
forman nuestros triangulos (fig. 47, a). In-
troduzcamos las designaciones siguientes: P
es el centro de la circunferencia inscrita en el
tridngulo formado por las rectas I, m v n;
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M p B Ny O
P, M, N Ly 0
Ny T P, My O
2 Q2 Qs Q4

P, es el centro de la circunferencia exinscrita
del mismo triangulo, la cual es tangente al
lado que yace en la recta I. El mismo senti-
do lo tendrén las designaciones L, M,, N,
etc.

En la tabla aducida, los cuatro puntos dis-
puestos en una linea o en una columna se
hallan en wuna circunferencia; ademés, los
centros de las circunferencias que corregponden
a las lineas, se sitian en una recta: g,, mien-
tras que los centros, que corresponden a las
columnas, en otra: gy, g, ¥ g, son perpendicu-
lares y se intersecan en el punto de Michell
(problema 11.256). Demostrémoslo. El heche
de que las cuaternas indicadas se hallan en
una circunferencia se demuestra sin dificultad.
Designemos por O;, Q; (i =1, 2, 3, 4} los
centros de las circunferencias correspondientes.
Demostremos que 0,6, es perpendicular a
0,05y 0,Q;. Sien el triangulo (1, r, m} el dngu-
lo enire I y m es igual a o, entonces L LNAM; =
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= LlyPA = 90° + %—; por consiguiente,

LIOM, = £LL,0,M = 180° — o. Precisa-
mente de la misma manera ZLP,,M =
— AL;,,.;P g:’WI = (1;2, LLQIJM’ = LLmOSMI =
= o. Los tridngulos LO,M;, L,,0,M, LQ,M,
L, 0,M , son isésceles, sus lados son respectiva-
mente perpendiculares (por ejemplo, O, ¥
LQ,). Luego (fig. 47, b) | Q,0,)® — | 0,0 |* =
=@ ) — (@ 4 d) = (1 1 ) —
—(0*+d) = |00, P — | 0205 *. Por con-
siguiente, 0,0, y Q,@; son perpendiculares.
Precisamente de la misma manera demostramos
la perpendicularidad de 0,0, y Q,Q, (exami-
nemos la recta, en la cual estan dispuestos los
puntos N, P, N, P,). Por eso 0,05 v 0.0,
son paralelos (si estos puntos no se hallan en
una recla). Tgualmente serén paralelos Q,0,
v @@, (son perpendiculares a (,0,), 0.0, v
@sQ4 (son pecpendiculares a 0,0,): pero de esto
se deduce que Q,, Q,, @4, Q, se hallan en una
recta: g,; también O,, 0,, 0,, O, se sitGan en
una recta: ¢. Es evidente que ¢, y g, son
perpendiculares.

Desplacemos la recta m paralelamente a si
misma. Sea que L', L, O], O, corresponden
(0201] _ |LL')
102051 | LyLy, |
"f%;{l_) y eslo gig-
nifica gue durante el desplazamiento de m
la recta 0,0,, es decir, g, pasa por un punto
fijo. Precisamente de la misma manera pasa
por mn punto fijo la recta g,. Puesto que g
V g2 son perpendiculares, su punto de inter-

ala recta m’. La razén

es constante (es igual a
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seceion describe una circunferencia, Pero cuan-
do m pasa por A {asi como por B o ), enlonces
los puntos L v L,, se unen con 4, las rectas
0,0, v Q,Q;, es decir, ¢, ¥ g, pasan por A
(respectivamente, por 8 o (). De tal modo,
el punto de inlerscccion de ¢; y ¢, recorre la
circunferencia circunscrita alrededor del iri-
angulo ABC. Desplazando otras rectas, o sea
[, n, p, demosiremos que el punto de inter-
seccibén de ¢ v g, pertencce a cualquier cis-
cunferencia circunscrita alrededor de uno de
los tridngulos formado pov las rectas £, m, n, p.
es decir, las rectas ¢, v g, se cortan en el punlo
de interseccién de lascircunferencias circuns-
critas alrededor de estos triangulos, o sea, en
el punto de Michell.

Notemos que «de paso» hemos demostrado
que las cuatro circunferencias circunscritas
alrededor de cuatre triangulos formados por
cuatro rectas del plano, se intersecan en un
punio {problema TT.256).

I1.266. Designemos por € uno de los pun-
tos de interseccion, por el cual pasa la recta.
Supongamos que B,, B,, B; son los pies de
las perpendiculares bajadas desde Oy, O,, O,
respectivamente, sobre la recta, y K y M
son los puntos de interseccion de las rectas pa-
ralelas a A;4,, que pasan por O, y O,. con
0,B, v 0,8, respectivamente. Puesto que
B, v B, son los puntos medios de las cuerdas
A,Cy CA,, entonces | BB, | = | 4,4, |/2. Si
o es el angulo entre Jas rectas 4,4; v 0,0,
4:d4e] _ 2 1B81Bs| _ 5 10, K|
101021 104| ST 10400

analogamente

entonces =2 co8&;




I1.268. Supongamos que O, v O, son cen-
teos de circunferencias. R, y f1,, sus radios,
| 0, | = @, M es el punto de interseccién
de las tangentes interiores comunes. La cir-
cunferencia con didmetro 0,0, pasa por los
puntos, en los gue las tangentes extericres
Comnnes se intersecan con las tangentes inte-
elores comunes. Para la homotecia con el cen-

e—8i— B,

tro en el punto M v la razén ey

esta civcunferencia pasa a la circunferencia
con el centro en 0,0,, la cnal es tangente a las
dadas por el extrerior.

I1.269. Sea M uno de los puntos de inter-
seccion de las circunferencias; enlonces MA
y MC sou las bisectrices del angulo M (extevior
e inlerior) del tridngulo BMD, puesto que la
circunferencia con el didmetro AC o3 el
lugar geomélrico de los puntos M, para los
| MA|  |MB|
|1MC|  |MD)
Valiéndose de las correlaciones entre los angu-
los del AAMC vectangulo v del ABMD, cor-
cidrese de que los radios de fas circunferencias
circunseritas alrededor de estos tridngulos,
trazados desde el vértice M. son mutuamenle
perpendiculares.

I1.271. Notemos (fig. 48, a) que ef AAPM
es semejante al AAMQ, el AAPL es seme-
jante al AARKQ, el AAKN es semejante
al AALN; a partir de estas semejanzas

cuales

(véase el problema T1.9).

I o |AM| |CK| 1AQ]
htene s: ==
OV CNEMOS: THeT T TAQU * TPLI " TTAL[
[LN)_ . 1AL Mulliplicando estas igual-
INEi AN " e e

dades y tomando en eonsideracion que 1AM | =
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|PM|_ QK| ILN| _
MO~ |PLY CTINKf T
=1, pero esto (véase el problema 11.49) es
precisamente ia condiciébn necesaria y sufi-
ciente para que las rectas MN, PK y QL
se Iintersequen en un punto.

AN, obtenemos que

Fig. 48

El procedimiente de construccion de la
tangente con ayuda de una regla se comprende
al examinav la fig. 48, 5. Los ntimeros 1, 2, . . .
muestran !a sucesién en gue se {razan las rec-
tas.

11.272. El conjunto buscado es una recta,
o sea la polar de un punto respecto a la cir-
cunferencia dada (véase el problema II.21).

I1.273. Los angulos AMN y BMN pueden
expresarse a través del dngulo central que
corresponde al arco AB de la circunferencia
dada (hay que analizar diferentes casos de
posicion del punio N); después de esto sc
puede determinar L AMB. El lugar geométri-
co de puntos buscado es una circunferencia.

I1.274. Aprovéchense los resultados de los
problemas T1.271 ¥ 11.24. El lugar geométrico
de puantos obtenido coincide con el lugar geo-

230475 353



mdétrico de puntos del problema IT.21, es decir,
es la polar del punto A respecto a la circun-
ferencia dada.

I1.275. Designemos (fig. 49) por O el
punto de interseccion de A M y DC. Tracemos
por el punto & una tangente a la segunda cir-
cunferencia y designemos por K el punto de
interseccion de aguélla con AC (de la misma
manera que en la condicién). KEs evidente gue

Fig, 49

la afirmacién del problema es equivalente a la
afirmacion de que KO || CAM. Supongamos que
el dngulo apoyado sobre el arco 4B en la pri-
mera circunferencia, es igual a ¢; en la segun-
da, a p; entonces, /. BCM = £/ BAC, L. BDM =
= L BAD, LDMC = 180° — LBDM —
— L BCM = 180° — 4L BAD — £ BAC =
= 180° — £ DAC; por consiguiente, ADMC es
un cuadritdtero inscrito, ZAMC — . Ademas,
si la tangente BXK corta DAT en el punto L.
entonces L KBO = /LBD = /BDL =
= L CAM; por congiguiente, el cnadrilatero
KABO también es inscrilo y £ KOA =
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= L KBA — B, es decir, KO || CHM (precisa-
mente de la misma manera se examiuvan los
casos de otras posiciones muluas de los pun-
tos D, B y C).

EFL.276. Puesto que la circunferencin con
el didmetro CD pasa por el punto fijo 4
seiialado en MN (MUN L CD). entonces

| CN |-|ND | = [ NA [ (1)

es una magnitud constante. Designemos por K
el punto de interseccién de PQ con AMN.
|MEK|
| KN
tante. Nolemos que L PNQ=180°— £ PM (@

: o |MK| _Spymq_ |1PM|-{MQ|
por c:;;lijgulen‘:e; |KN|1;,SJ‘Q” = PN VO]~

¥ E 7 ¥ 3

e l[C.;:I‘ : :NDll - 1IJAN#I"‘ (se ha empleado
la iguaidad (1) v el hecho de que el A MNP
es semejante al AMNC y el AMNQ es seme-
jante al AMND).

I1.277. La igualdad £ 040, = £ MAN
se deduce el resultado del problema T1.279,
la igualdad £.0,40, = 2 L CAE fue demos-
trada al resolver el prohlema 1.275.

I1.278. Sea que O y O, son los centros de
dos circunferencias examinadas (O es el punto
medio de AB), K es el punto de tangencia de
las circnnferencias (A se halla en la recta
00,), N es ol punto de tangencia de la cir-
cunferencia O, con la recta CD, A7 es el punto
de interseccién de AB v CD. Puesto que O\
es paralela a 4B y los tridngulos KO,N y
KOA son isbésceles y semejantes, los puntos
K, N y A sesitGan en una recta. Designemos

Mostremos que es una magnitud cons-
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por ¢ la Langente a la circunferencia O, traza-
da a partir del punto A (suponemos que la
circunferencia O, e interior al segmento C8D).
Tepemos: 2= |AN |-1AK | = | AN ¥ +

- AN |FINK | = JAM P 4 MNP -
4+ 16N FIND ] = |AM P = | MN P+
+ (|CM | — |MN DN CM |+ |MN |} =

= |AMPE+ |CMH 2= [AK % lo que ha-
bia que demostrar.

11.279. Supongamos que A es el punlo
medio del arco de la circunierencia dada que
no forma parte del segmento; las tangentes a
las circunferencias inscritas en el segmenlo,
que parlen de A, son iguales (problema
11.278). De esto se deduce que A se halla en
larecta MN, puestoque | AO; 2 — | 40, |* =
= |OM |2 — | O,M >, donde O, ¥ O, son
los cenlros de las circunferencias.

11.280. Examinemos el caso general de
circunferencias arbitrarias. Sea que los puntos
F y F' estan dispuestos como se muestra en la
fie. 50. Las designaciones se comprenden al
examinar el dibujo. Demostremos gque exisle
una circunferencia inscrita en el cuadrilatero
AKBM, después de lo cual valgamonos del
resultado del problema T1.55. Para csto es
suficiente demostrar que (véase los problemas
11.2414, TI.242)

| BF | + | BF' | = |AF' | + 1AF | (1)
Tomando en congideracion que | BL | =
=BT y |FS|=]FT), obtenemos:
| BF | = | BL | — | £S |, y de manera analo-
ga |FA|= |PQ|— |AE | |BF | =
={FP|—|BL| |FA|=|4E|—
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— | F'R |. Colocando estas expresiones en

(1), oblenemos: | BL | — |FS |+ | FP| —
— |BL| = |AE| — |FR| + |FO| —
— |AE [ => |F'R| + (FP) = |FQ| +

+ |FS |=| PR | =] 8Q |. Precisamente de

Fig. 50

la misma manera se analizan los demas casos
de disposicion de los puntos # y /' en las tan-
gentes (ademéds, se toman en consideracién los
resultados de los problemas I1.241, I1.242).
Puesto que los puntos de tangencia y el punto
de interseccion dividen cada tangente c¢n 4 par-
tes, tales casos soran /,-4% = 8,

Para demostrar la segunda parte notemos
que los puntos medios de AB, FF’ y el cenlro
de la tercera circunferencia (), inscrita en
AKDBAM se hallan en una recta (véase el pro-
blema I1.243). Pero, puesto que los radios de
las circunferencias dadag son iguales, AR es
paralela a 0,0, (0,. O, son los centros de laz
circunlerencias dadas); A y 2 se hallan en las

397






reclas 040, y 0,0, Por consiguiente, la recta
que pasa por J; v el punto medio de A5.
divide 0,0, por la mitad.

I1.281. Sca (fig. 51) M el punto de inter-
seccion de las tangentes I;, m, vy n; N, el pun-
to de interseccién de I, y m,. Tracemos por N
la recta n tangente a o y distinta de Z,. De
la misma manera como esto se hizo en el ~ pro-
blema IT.280. se puede demostrar que las rectas
My, Ny, M, ¥ n, son tangentes a una circun-
ferencia: ademas. esta circunferencia es exins-
crita respecto al tridngulo PMQ (es tangente
al lado PQ), es decir, coincide con y. QObserva-
cion. La fig. 51 corresponde al caso general de
disposicion de las circunferencias que satisfa-
cen la condicion del problema.

I1.282. Demostremos que la recta D,C
pasa por O que es el centro del arco 4B, mien-

Fig. 52

tras que la recta DC,, por O, que es el centro
del arco A B, (fig. 52). Bl (ridingulo DAD; es
regular, |DC | = | AC |, por consiguiente,
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D,C 1 DA vy D,C pasa por O. De manera ana-
loga. DC, | D;4. E} punto Oy se halla en ¢l
arco ADB. puesto que aquél se obtiene a partir
de 0. girando alrededor de A en /3. Sea que
ambos arcos iniden f6a {(para mayor comodi-
dad, o > n/6). Entonces, LAO,Cy = 2,

. 0,CA4 2% — o, LFAC; = 2a. PPor con-
siguiente, ZAFC, = n — 2o —(——} — oc) =

=~:—2t—~ a = LFCi4, es decir, |4AF]|=

= | AC; | = 1AC |. Demostremos quec los
triangulos FAC y EDC son iguales. Tenemos:
| AF | = |AC |=|DC\|=|DE |, LCDE=
= 4 CDB — /BDE = nn — 20 — (% —

— 2/DBE) = —20 + 2(2a—%) = 2a—

—% = /£ FAC; de tal manera, |FC | = | CE ).
Luego euncontramos: ZLDCE = 2% — Oy

LBIFD=£ — o ({vale la semisuma de
2 3

los  arcos  correspondientes), /. B/'C ==
—n— LCPA =% + « LDFC = =
5 41

LA n
/_DCst—-{T:t——oc-%F—g-—ocy,por

: . 2n ! 5 X
fin, L FCFE =(T — a)—(? — a) =g
11.283. Examinemos dos casos: i) el AABC
esta cirennserito alrededor de la circunferencia
dada; 2) la circunferencia dada es tangente a
Jas prolongaciones de los lados AR y AC.
En el primer caso examinemos la circun-
fercncia tangente » los lados del dngulo en log
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puntos M y N y a lacircunferencia circuns-
crita alrededor del AABC por el iulerior.
Supongamos que a, 4. ¢ son los lados del
triangulo ARC, r es el radio de la circunfe-
rencia dada, /4 =«, |AM | = |AN | =
= z. Hagamos uso del teorema generalizado
de Tolomeo (problema 11.239): za = (b — 2) X

2he
><0+£c—x)b, de donde ¢ ==
- S aBc 2 ] 2
= GibEsme —smg> o decil, x e

constante. (Se puede demostrar que MN pasa
por el centro de la circunferencia dada.)

En el segundo caso la circunferencia es
tangente a Jos lados del dngulo y a la circun-
ferencia circunscrita alrededor del AABC
por el exterior.

11.284. Designemos los lados del AABC
como lo hacemos de ordinario: ¢, b, ¢; sea que
|BD |=4d, |AD | =&, |AM | = 2. Val-
gimonos del teorema generalizado de Tolomeo
(problema 10.239): 2a + (d— b, + 2z) b =
= (b — x) ¢, de donde

b(c4 by—d)
a-—l-bi}-c g (1)

Tomwemos en 4 B el punto V de tal manera que
MN sea paralela a BD. Tenemos:

T ==

; : x
| MN| = -i—d, |AN) = -2

r }2 x\2 b &
S.-t.\f,-\':' (}T) SARD?(-,J—!) T’LSABC:.ﬁ

. ‘
_—'Wf’anc- (2)

361



Sea r el radio de la circunferencia tangente a
MN, asi como a las prolongaciones de AN
y A, Entonces de (1) v (2) se dedunce. que

e 28 AsA __ 28 ane
|AM] 4+ AN | — | MN| he (by+ c—d)
_ _28apc
T oa '1- b—i— e ?

es decir, r es igual al radio de la cireunierencia

inscrita en el AABC. lo que se necesitaba.
11.285. Designemos por M y K los puntos

de tangencia de las circunferencias, cuyos

L

1

M /] A
Fig. 53
centros son Oy y O,, con AC. Del resultado del
problema anterior se deduce que ZO0,DM =
=Z20KD =%, LODK = LOMD =

= 90° — % Prolonguemos OK y OM hasta

qne se intersequen con O v O,K en los puntos
Ly D, respectivamente (fig. 53). Ea el (rape-
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cio LMKP con las bases LA yv PK tenemos
MO, [(MDI PO,
{O\L] — DK} — 10K|°
20, pasa por el punto de interseccion
de las diagonales del trapecio, o sea el punto 0.
Ademas,

Por consiguiente,

M
1001 jem|  PMElwg .

TR T - i g W
|.'WK|ctg—2—

N[-:
:

[1.286. La afirmacién del problema se
dednce de los resultados de los problemas
I1.285 y 11.232.

I1.287. La afirmacion de este problema
puede demostrarse con ayuda del resultado del
proeblema [[.240), a ser mds exacto. de su caso
particular, cuando tres circunferencias tienen
el radio cero, o sea son puntos. En el caso dado.
lo serdn los puntos medios de los lados del
triangulo.

I1.288. La afirmacién de este problema
se deduce del teorema de Feuerbach (véage el
problema 11.287) v del hecho de que los trian-
gulos ABC, AHB. BHC, CHA tienen una
misma cirennferencia de los nueve puntos
(demuéstrese).

11.289. Supongamos que en el AARBC,
para concretar, a < b < c. Designemos por
Ay, By, €, los punlos medios de los lados BC,
CA, AD vy por F. F,, F,, F., los puntos de
tangencia de las circunferencias inserita y
exinserita con la circunferencia de los nueve
puntostdel AABC. Ilay que demostrar que
cn el henmonu C\FF Ila’* 'y (los punlos toma-
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dos en el orden indicado, forman un hexiagono,
puesto que a <C b <Ce¢) las diagonales C;4,,
FFo v £'F, se cortan en un punto; para esto
es suficiente demostrar (véase el problema
[1.49), que

| CiF o 1 | FAy 1| FoFy | = 1 FF || ArF, | X
X | L0y L (1)

Aplicando las férmulas obtenidas en el proble-
wa [.201, encontramos:

b—u i R
Ichc[m 221/ R+ 2rc ‘rIF‘filI:

e = R
- nR=2r "
(a4b) R
| £uFyl = VEB+2r, - VR+2r °
- (b—a) R

} R—2r- } BR+2r; °

¢c—b R
A =252V

T fl—‘—b R
#36|=2 2 i

Después de esto la igualdad (1) se comprueba
facilmente. Observacion. Se puede demostrar
que los puntos de inlerseccién de los lados
opuestos del cuadrildtero, cuyos vértices son
los puntos de tangencia de las circunferencias
inscrita y exinscrita del tridngulo dado con
su circunierencia de los nueve puntos. se
hallan en las prolongaciones de las lineas me-
dias de cste tridangulo.

364



11.290. Aprovechando las férmulas de los
problemas 11.193, I1.194. 1[.289 {en el ultimo
problema véase su solucién). enconiramos

| FoFel _ (a--b) b Lte)(c=-a) R?

| ByCy | — abe 1014 |O1p) |01 T
seran las relaciones de los demds lados co-
rrespondientes de los  tridngulos  F F,F,
v A,B,C,. Precisamente del mismo modo se
demuestra la semejanza de otros pares de
trisdngulos. Al mismo tiempo, para las magni-
tudes | 4,5, |. etc. hace falla obtener férmulas
analogas a la férmula del problema 11.194.

I1.291. Demuésiresc  que AABP =
= AACQ. Para esto es suficiente demostrar
que AKBP = NABC v AFCQ = AABC
(por dos lados y el dngulo comprendido
enire éstos): L QAP = L CAB + LCAQ +
VL BAP = LCAB + Z£LCAQ + £L0QA =
= LCAB + 180° — £2QCA = LCAB -+
4+ 90° — LQCF = 90° (en virtud del supuesto
de que L CADB < 90°% en caso de LCAB >
~ 90° Jos razonamientos son anilogos).

11.292. Puesto que AL FEFE = L FCE =
= 90°, el cuadrilitero FE,£C es inscrito,
L FCE; = £ FEE, = 60°. De manera analo-
ga, es inscrito el cuadrildtero FE,AD y
/ EDF = /EAF = 60° es decir, el
ADE,C es regular. De este mismo modo se
demuestra que el ABF,C Jo es también.

11.293. Designemos por £, Q y R los pun-
tos de interseccion de LB y AC, AN v BC,
LB y AN, respectivamente. Sea que | BC | =
= q, | AC | = b. Es suficiente mostrar que
Sacqg = Sapp (ambas areas se diferencian de
las examinadas por la adicién del 4rea del

Semejantes
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AAPR). De la semejanza de los triingulos

correspondicntes oblenemos 1CQ | —
' ul: . ot < 7 o
= [PC]- Pl Por consiguiente, S, cq=

=3 A €O I~ g+ Saps=Sacs—
o Qb akh?
= po Bl o S s
F1.295, Demuéstrese que el drea del tri-
ingulo con fos vértices en los centros de los
cuadrados, construidos sobre los lados del
triangulo dado v dispuestos fuera de éste, v el
drea del triangulo con los vértices ubicadog en
los centros de los cuadrados, construidos en
los mismos lados en el interior del tridangulo

dado son iguales a § + —;;(.?_2 +R 4+ y

| S __%- (@®* 4 U* + ¢* |, respectivamente,

donde «, b, ¢, § son los lados y el drea del

tridngulo dado.
[1.296. Designemos: ,BC=a, £ A, CB=F§;
entonees  AA, divide BC en razdn igual

|
3 |1 4B |- | BA; | sen (L B-| =)

Sapa, =
L S 5 o 1 =
ACA) 5 | AC |- | CAy | sen (£ C+B)
a 2 4 b
—.c senp sen(ZB+a) . Después de hacer

b seno sen (L CH |3}
los mismos cdleulos para otros lados del fri-
Angulo 4BC, hagase nso del teorema de Ceva
(problema I1.44).

11.297. Seca que AL es el arco de la cir-
cunferencia que se encuenira en el interior del
tridngulo ABC. Al prolongar los lados AB v
BC mas alld del punto B, obtenemos el arco
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MN simétrico al arco KL respeclo al didmetro
paralelo a AC. Puesto que £ B vale tanto

. ; 1
como mide el arco igual a S (UKL +

+ UMN) = UKL, el arco AL iiene una
longitud constante y le corresponde el angulo
central igual al dngulo B.

[1.298. Supongamos que O (fig. H4) es el
punto de inlerseccion de las reclas: 4 v A,

A:f A 0

.

Fig. 54

son dos posiciones de un punto en wna recta
en distintos momentos de tiempo; B y B,
son lag posiciones de otro punto ¥ en otra recta
en estos mismos momentos de liempo. Levan-
lemos hacia AB y A5, perpendiculares cn
sus puntos medios y designemos por A7 su
punto de interseccion; AAA M = ABRB,M
por los tres lados: uno se obtienc del otro
girando al angulo A0R con el centro en M.
Durante este giro cualquier posicién del punto
en AQ pasa a la posicién correspondiente del
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punto en OF. por lo que A/ posee la propiedad
necesaria.

11.299. a} Supongamos que A y B son los
puntos de interseccion de las circunferencias;
4 es el punto, del cual han partide los ciclistas;
M v N, las posiciones de los ciclistas en cierto
momento de tiempo. Si A y N se hallan a un
fado de Al. enlonces ZLZABM = £ ABN,

Fig. 55

si los mismos se hallan a los lados diferentes,
entonces £ ABM + £ ABN = 180°, es decir,
los puntos B, M y N se sildan en una recta.
Si L y K son los puntos de circunferencias, dia-
metralmente opuestos a B (L y K son fijos),
entonces, puesio que LINM = /L NMK =
= 90°, el punto medio de LK, o sea el punto
P, serad equidistante de N y M. Podemos cer-
clorarnos de que P es simétrico al punto B
respecto del punto medio del segmento gue
unc los centros de las circunferencias (fig.
59, a).

b) Sean Oy y O, los centros de las circun-
ferencias. Tomemos un punto A4, tal, que
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0140,4, sea un paralelogramo. Es facil ver
que AMO4; = ANO,A,, ya que | MO, | =
= | 0id | = |04, |, | O1dy | = |04 | =
= | NO, |, LMOA, = ¢ + LAOA, =
=@ + LAOA, = L NO,4,, donde ¢ es el
angulo gue corresponde a los arcos recorridos
por los ciclistas (fig. 55, b). De esta manera,
los puntos buscados son simétricos a los puntos
de interseccion de las circunferencias respecto
al punto medio del segmento 0,0,. Observa-
cion. Eu el punto a) se puede proceder de la
misma manera que en el punto b), a saber:
tomando el punto P de manera gue AO,PQ, =
= AOAO; (A y £ se hallan a un lado de
00, y no coinciden); es facil demostrar la
igualdad de los triangulos correspondientes.

I1.300. b) Aprovéchese el resultado del
punfo a). Sustitiyase el giro alrededor de O,
por dos simetrias axiales, tomando como eje
de la segunda simetria la recta 0,0, y el giro
alrededor del punto O,, por dos simetrias,
tomando en calidad del eje de la primera sime-
tria la recta 0;0,. Observacién. Si a + p =
= 2m, entonces el empleo sucesivo de los giros
dados, como es facil cerciorarse, es equivalen-
te a la traslacién paralela. Respuesta: si a +

+ P < 2m, los 4ngulos son iguales a —:O;— 3
%, R — a;—ﬁ , si@ + P >2n, los angulos
gon iguales a -——% , 7 __% ! i‘iz:_ﬁ.

IL.301. llagamos sucesivamente tres giros
en un sentido alrededor de los puntos X, L y
M (o alrededor de K,, L, y M;) a angulos «,
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By v. Puesto que o + § -+ y = 2, la trans-
formacion obtenida e¢s una traslacién paralela
(véase el problema 11.300), Pero, por cuanto
uno de los vértices del tridngulo de partida
en este caso permanece innovil, deben quedar-
se inméviles todos los puntos del plano.

De tal manera, el centro del tercer giro
{punto M) ha de coincidir con el centro de giro
que se obtiene a consecuencia del empleo suce-
sivo de los dos primeros: alrededor de los pun-
tos K y L. Ahora se puede valerse del resultado
del problema 11.300.

11.302, Designemos: £ BOC = 2a,
LDOE = 28, L FOA = 2y. Sea que K, M
y L son los puntos de interseccidén, respectiva-
mente, de las circunferencias circunscritas al-
rededor de los tridngulos BOC y AOF, BOC
y DOE, AOF y DOE. El punto K se halla en
el interior del tridngnlo AOB; ademis,
LBKO = 180° — AL RBCO = 90° + a,
LAKO =90° 4+ v y, puesto que a 4 p +
+ v = 90°, LAKB = 90° 4+ P. Precisamente
de la misma manera L se encuentra en el in-
terior del tridngulo FOE y L OLF = 90° -
+ vy, LOLE =90° + p, LFLE = 90° 4 «.
Por lo tanto, |OL|= |AK |, £LKOL =
=2y + LKOA + L LOF = 2y + £ KOA +
+ LKAO = 30° 4+ vy = L AKO; conque, los
tridngulos KOL y A KO son iguales, es decir,
| KL | = | A0 | = R. Anilogamente se de-
muestra que también los otros dos lades del
tridngulo KLM son iguales a R.

I1.303. Designaciones: ABCD es el cuadri-
litero dado; Oy, 0,, Oy, O4 son los centros de
los rombos construidos sobre 4B, BC, CD,
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DA, respectivamente; K y L son los puntos
medios de los lados AR y BC; M esel
punto medio de la diagonal AC. Los
triangulos OKM y O,LM son iguales

(|OK = 5 |AB | = |LM |, |KM|=

=5 |BC| = |0.L |, LOKM = L0,LM).

Ademss, si LABC + a < m, estos triangulos
estan orientados hacia el interior del triangulo
O,MO,, pero si LABC + o > m, estos tridn-
gulos se hallan fuera del tridngulo O,MO,
{los dngulos de los rombos con el vértice B

P

son iguales a o). Asi, pues, | OM | = | O,M |,
Z0MO, = n — o. Precisamente del mismo
modo | QM | = | OM |, LOMO, = n — «.

Por consiguiente, los tridngulos O,MO,; v
0,M0O, son iguales y uno se obtiene a partir
del otro girando alrededor de M al angulo
@ — a. De aqui se deduce la afirmacién del
problema,

I1.304. Supongamos gne ABC es el trian-
gulo dado, 4,8,C, es el tridngulo A, 4,8,C,
es el tridngulo § (4, y 4, son los centros de los
triangulos construides sobre BC), los lados del
tridngule A BC, como de costumbre, son igua-
les a a, b, c.

a) El hecho de que los tridngulos A,5,C,
y 4,8,C, son regulares, se deduce, por ejem-
plo, del resultado del problema I1.301.

b) Demostremos vna afirmacién mas gene-
ral. Si sobre los lados del AABC, hacia el
exterior (o hacia el interior) estan construidos
los tridngulos semejantes 4,8C, B,CA, C,4AB
de modo que L A,BC = £ B,CA = £ C,ARB,
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LACB = -BAC = £.C,BA, entonces 1os
puntos de interseccion de las medianas de los
tridngulos A BC y 4;8,C, coinciden, Notemos,
al principio, que si M es el punto de intersec-
cion de las medianas del AABC, entonces

— —_— —_—

MA + MDB + MC = (0, y viceversa, si se
cumple esta igitaldad, entonces M es el punto
de interseccion de las medianas del AABC.

Nos queda comprohar que n?}] + ﬂf_f}-i‘; +
-+ MC, =0 o bien (MA + ACI) + (ﬂIB -+
+ 3;11) & (MC‘ | Pero MA =3
-+ MB - MC = 0, Ademas, A("l + BAI

+ CB; e, pueqto que cada uno de los

—_—  —
vectores AC,, B4, C'Bl se obtiene a partir de
—> — —s

AB, BC, CA girando a un mismo angulo
(£LABC) y multiplicando por un mismo
nuamero.

¢) Examinemos un caso mas general. Sobre
los lados del AABC, hacia fuera y hacia el
interior de ésle, estan construidos, empledndo-
los como bases, los {riangulos isosceles 4,5C,
BCA, C\BA y ABC, BiCA, CiBA, en los
cuales la razon entre la altura bajada sobre la
base y la Jongitud de la base es igual a k.
Sea gque O es el centro de la circunferencia
circunscrita alrededor del AABC y a, b, ¢
son sus lados; 4,, By, €y, respectivamente, son
los puntos medios de BC, CA, AL. Suponga-
mos, para concretar, que ABC es un lridangulo
acutangulo. Entonces,

372



Sasocs =51 A0 |-[C,0)sen B =L (104, +
+ka) (10C, [+ ke)sen B= 1| 04,1-10C, | »
X sen B 4 —;!—kzacsenB + ;(.ﬂ OC, | +

+ ¢} QAy|)sen B = k2S s 50 + S a0, + 7’;:‘52-

Después de obtener correlaciones andlogas
para los triangules 4,0B, v B,0C, y sumar-

lag, encontramos: Sa,p,e, = (37€2 '|'-i—) Sapct
+§ (a2 402+ c? (esta igualdad permanece
vilida, si el A ABC es obtusingulo). Para el
A 4B C, tendremos: SA;H;C;ZI%(Q’Z—{-UZ +
+¢2)— (3824 1) Sapc
Si 4 (@24 02 ¢?) — (3824 %) Sane > 0. en-
1
tonces Sﬂlf?xcn "_Sfiin;c; i (ﬁkz..;.?) S anc: Pe-
v si % (a? 42+ c) - 8k + i) S 9 B,
k , o
entonces SAIBnCl—SA;B;C;:-g(a“ + b2 4 ).
Se puede demosirar que siempre @ - b +

+ ¢4 V' 3Sapc (en el problema 11.362
se demuestra una desigualdad mdas fuerte),

la dife-

. Por consiguiente,

lo que significa que, para k = —

rencia entre las dreas de los tridngulos 4;B,C,
y A;B{C] es ignal a S ,5¢.

11.305. Supongamos que los ires puntos
dados forman cl tridngulo 4 2C. Son posibles
dos familias de (ridngulos regulares circunseri-
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tos alrededor del AABC. La primera familia
se obtiene del modo siguiente. Construyamos
sobre los lados del tridngulo unas circunferen-
cias de manera que los arcos de estas circun-
ferencias, dispuestos fuera del tridngulo, mi-
dan un dngulo de 4m/3. Tomemog un punto
arbitrario A, de la circunferencia construida
sobre BC; la recta 4,8 corta per segunda vez
la circunferencia construida sobre BA en el
punto C,, mientras que la recta A,C cortard
la circunferencia construida sobre €4 en el
punto B,. El tridngulo 4,8,C; es uno de los
tridngulos de la primera familia. Designemos
por £, F y G los puntos de interseccion de las
bisectrices del AA,B,C, con las circunferencias
construidas sobre los lados del tridngulo dado.
Los puntos £, F y G son fijos (£ es el punio
medio del arco de la circunferencia construido
sobre BC y dispuesto al mismo lado de BC
que el AABC). Los puntos £, / y G son los
centros de los tridngulos regulares construidos
sobre los lados del AABC, en su interior.
El tridngulo EFG es regular (véase el problema
11.304), su centro coincide con el punto de inter-
secci6n de las medianas del tridngulo ABC.
El centro de! AAd,B,C, se halla en la cirenn-
ferencia circunscrita alrededor del ZFG, el
cuadrado del radio de esta circunferencia es
igual (véase la solucién del problema I1.304)

1 7q*1 84 ¢2 3
a -g(-—1'2_' . 251/-5), donde a, b, c
son los lados, S es el area del AARC.

La segunda familia de tridngulos regulares
ciccunscritos alrededor del AABC sc obtiene
construyendo sobre los lados del AA4BC
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unas circunferencias, cuyos arcos dispuestos
fuera del AABC son iguales a 2a/3.

El lugar geométrico de puntos buscado cons-
ta de dos circunferencias concéntricas, cuyos
centros coinciden con el punto de interseccion de
las medianas del AABC. mientrasguelos radios

son iguales a %]/é(az + 8% + ¢+ 28} 3.

I1.306. Demostremos que los tridngulos
CBAd, v CA B, se obtienen uno del otro
girando alrededor del punto € a un 4ngulo
de 90°. En efecto, ACAA, = ACBB, (| BB, |=
= | AC |, 1BC | = | A4, |, ZCBB; =
= L CAA;) y, puesto que A4, | BCy BB, i
1 AC, entonces B,C | A,C. De la misma
manera A,C y B,C son iguales y mutuamente
perpendiculares.

I1.307. Demuéstrese que las tangentes a la
circunferencia, trazadas a partir de los vérti-
ces, entre los cuales se encuentra un vértice
del poligono, son iguales. De aqui se deduce
que para el poligono con nimero impar de
lados los puntos de tangencia son los puntos
medios de sus lados.

I1.308. Notemos que, si se examina el
sistema de vectores que tienen su origen en
el centro del poligono regular de n lades, y los
extremos, cen sus vértices, la suma de estos
vectores es igual a cero. En efecto, si todos
estos vectores giran a un 4ngulo de 2n/r, su
suma no variari y, por otra parte, el vector
igual a su suma girard al mismo 4ngulo. Por
lo tanto. también la suma de las proyecciones
de estos vectores sobre cualquier eje es igual
a cero.
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Regresemos al comienzo del problema. Si
i es el Angulo entre 1a recta dada (designémos-

la por 1) y uno de los vectores, los demés vecto-
27

. 270
res forman los dngulos ¢ + =, @ + 2=, ...

W @+ —12. El cuadrado de la

distancia desde k-86simo vértice hasta
2 & 2n.42 1
es igual a sen“(cp-%—k?) =3 ( 1 —

cos ( 2¢ + k& 4—:)) Pero Jas magniludes

4n 3
cOS ( 29 + k T{) pueden considerarse como

proyecciones sobre I de un sistema de n vecto-
res que forman con [ los angulos 2¢ + k%
k#=01... n—1). Siendo n impar, estos
vectores forman un poligono regular de n

lados; siendo n par, serd un poligono dos
veces repetido de 5 lados. Respuesta: =5 .
b )

I1.309. a) Si un lado del poligono es igual
aa, Sessudrea, x,, 2y, . . ., Z, 800 las distan-
cias a partir de cierto punto en su interior
hasta los lados, la afirmacidn del problema se
deduce de la igualdad § = (az; + az, + . . .
.« « Fazy )2,

b} Examinemos wn poligono regular que
contiene el poligono dado en su interior, cuyos
lados son paralelos a los lados del dado. La
suma de las distanciag a partir de un punto
arbitrario en el interior del poligono dado
hasta los lados del regnlar es constante (punto
a) y se diferencia de la suma de las distancias
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hasta los lados del dado em una magnitnd
constante.

I1.310. Designemos por By, B, . . ., B, 4,
los puntos simétricos a Ay, Ay, ..., A,
respecto al didmetro Az4,,4,, Cx v Cr son
los puntos de interseccion de la recta
AyAsy41-n con OA, y OA, ;. Sean Dy _, vy
Dy los puntos de interseccién de las rectas
Ay vy ApBy 14 con el didmetro. Es evidente
que estos mismos punios son los puntos de
inerseccion de las rectas Bpd,_; v Bpdpiy
con ¢l didmetro. Esta claro que ADy_A, D), =
= AC,0Cy. De este modo, la suma de segmen-
tos CC; es igual a la suma de segmonlos
Dh-—le (-Ii = 1.-, T ﬂ), Do — Ao, DR — O,
es decir, es igual al radio.

I1.311. Supongamos que A (fig. 56) es el
punto dado, A es cierlo vértice del poligono

de 2n lados. Dy, y B, son los pies de las per-
pendiculares bajadas desde 4 sobre los lados
que comprenden Ay, oz, ¥ By son los angulos
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formados por la recta AA, con estos lados
(Br = LAAWB) 4, op = LAALBR). Pueslo
que alrededor del cuadrilatero AB,_ 4,8,
puede circunscribirse una circunferencia. en-
tonces ZAB, B3, = op, LABgB, , = By (o
completan eslos dngulos hasta 180%); de esta
manera, segin el leorema de los senos,

| ABy_10 _  _senpy | ABiy | [ ABray | __

| ABy | sen oty | ABy |® =

Ss;z:g:jiﬁg::: . Mulliplicando estas igual-
dades para &k = 2.4,..., 2n y suslituyen-
do el indice 27 4 1 por 1, oblenemos el resul-
tado necesario.

IL.312. Demuéstrese que, si O, v Opyy
son los centros de las circunferencias que son
tangentes a la circunferencia dada en los puntos
Ay vy Ap4y, B cs el punto de su interseccion
que se halla en la cuerda AxAdy 105 ray Tas
son  sus radios, entonces r, 4 rpy; =,
Lf‘lhfl)hﬂ — /—Ak-i-10k+18 — LA;,OA;,_H (?" es
el radio de la circunferencia dada, O es su
centro). De aqui se deduce que los radios son
iguales, uno si y otro no, lo que, para » impar
conducird a que todos ellos seran iguales a
r/2. Ademds, VA B + UBAp = VA A4,
(se toman los arcos menores de las circunfe-
rencias correspondientes).

I1.313. a) Sea A un punto arbitrario de la
circunferencia (A sc halla en el arco 4,4,, +,).
Designemos un lado del poligono por ¢ y la
longitud de Ja diagonal que une los vértices,
por b contando uno si y otro no. Segin el teore-
ma de Tolomeo (problema I1.237) para el
cuadrilatero A4 Ay 114, 4, tenemos: | A4, | X
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Xa+ |Adpisle = [AAyy | b (=1, 2,
« . 2n — 1). Correlaciones analogas pueden
escribirse para los cuadrilateros A ,,4,, 444,
v dppdd Ay

|AA, | a + lAAsz.-l ]b = lAA'au | @,
| Adguss la+ | A4, b= | A4, |a.

Sumando todas cstas igualdades ¥ dejando los
vértices con nameros pares a la derecha y con
los impares a la izquierda, obtenemos la afir-
macién requerida.

b) Nuestra afirmacién se deduce del punto
a) y del resultado del problema 1.206. (Férmula
analoga puede obtenerse en el caso de la tan-
gencia intertor.)

11.314. a)Seca que I corta AC y BC en los
puntos K y NN, respectivamente, y os tangente

Fig. 57

a la circunferencia en el punto M (fig. 57).
Designamos: | AC | = | BC | =a, |AK |=
= |KM| -2, |BN |= | NM | = y. Ls ovi-

e _ e

rpa—i -
dente  que —Jy(-—i), pero segun

734
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el teorema de los cosenos, para el ACKN es
vilida la igualdad (& + y)* = (@ — 22 +
+{a—yF*—2(a—2z)(e—y)cosa=>

YR zy
= sen? 5 = ——— . De es e-
o) G—=3a—p e esla man
uv g O | »
ra, -5 = sen® o, (De manera aniloga se

examinan otros casos de digposicion de la
recta [.)

b) Aprovechemos cl resultade del punto a).
Multiplicando las igualdades correspondientes
para todos log angulos del poligono de n
lados, obtenemos el cuadrado de la razdn
buscada y la misma razén resultara igual a
1/ (sen i;l— sen %2-. .. sen %), donde ay, o,

. ., @y, son los dngulos del poligono.

¢) Hagamos uso del resultado del puuto a).
Nesignando los puntos de tangencia de los
lados A]Azl .‘4.24".3, . ey A'Zrt—l‘d‘?h" A2nAl
con la circunferencia por By, B,, . . ., B, _,,
Byu, respectivamente, y por &, Zos - « «5 Zup-p»
Zen, las distancias desde 4y, A, ..., 4,,,
respectivamente, hasta I, por yy, ¥s -« +, Yons
las distancias desde By, B, . . ., Bay, respecti-
vamente, hasta ! obtenemos;

x i xf 1

Yanl1 g %1 Yids

e h
sen £

wen? —=

)
T3 1 g
. A , donde oy, a,, ...

' Wamusd o
Yen-1lian sen® ;u

.« %y, son log angulos del poligone. Multi-
plicando las iguatdades que contienen Pis
Tgv -« oo Xy, ¥ dividiéndolas por el producto

380



de tas demés ignaldades, obtenemos:

{ S R e | )2:
;'52334 “en '1"2?!.

e By Tew R
e 22 2 e N 2

I

o %en-1

|
A o sen DT v 2n 9

F

I1.315. La afirmacién del problema puede
demostrarse por la induecion, El comienzo de
la induccion, n = 4, se ha analizado en el
problema II.235,

Sin embargo, puede proponersc otro cami-
no, basado gobre la igualdad signiente. Supon-
gamos que en el triangnlo ABC el dngnlo
méximo es 4; r y R, respectivamente, son los
radios de lag circunferencias inscrita y cir-
cunscrita; d,, dy, d. son las distancias a partir
del centro de la circunferencia circunscrita
hasta los [ados correspondientes del tridngulo.
Entonces

r R =4d, +dy+d (1)
para el {ridngulo acutangule v
r+ R=—d, +dp +d. (2)

para el tridngulo obtugdngulo (para el irian-
gulo rectéangulo d, = 0 y para éste es vdlida
cualquiera de las correlaciones aducidas).
Demosiracion. Supongamos que ABC es
un tridngulo acutangulo; 4,, B3y, C, son. res-
pectivamente, los puntos medios de los lados
BC, CA, AB; O es el centro de la circunferencia
circunserita. Segin el teorema de Tolomeo
(problema 11.237) para el cuadrilitero AB0C,
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!
lenemos: %d{ +4- -;— dp, R Después de

escribir olras dos l@ld(lOllt’q semejantes para
los cuadrilateros BC,04, y CB04, y al
sumarlas, obtenemos:

CAE PRTCIT PN
=—;— (a+b+¢) R=pR,

de donde p{d, + d, + 4. — -;lz-(cdc -+

+ bdy + ad,) = pRR. Puesto que % (ed. +

+ bdy + ad,) = S = pr, después de reduciv
por p obtenemos la ignaldad (1). De manera
andloga se examina el cago de £4 > 40°.

De las correlaciones (1), (2) se deduce la
afirmacion del problema. Para esto escriba-
mos las igualdades correspondientes para todos
los tridngulos de la particiéon. Netemos que
cada diagonal sirve de lado para dos tridngutos.
Por consiguiente, en las correlaciones que
corresponden a estos tridngulos, la distancia
hasta la diagonal elegida (endra signos
opuestos. Por consiguiente, si sumamos todas
estas igualdades, obtenemos, a condicién de
qgue ¢l centro de la cirennferencia se halle en
el interior del poligono, X r + R =d, +
+dy+...+d, donde d,, dy, ... d,
son las distancias a partir del centro de la cir-
cunferencia hasta los lados del poligono. Pero
si el centro de la circunferencia se sitia fnera
del poligono, la distancia hasta el lado maximo
debe tomarse con el signo menos.
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(1.316. Fxaminemos, para concretar, el
caso, en que el punto A7 se halla en el interior
del poligono. Designemos por u y v las distan-
cias desde Af hasta 4,4, y 4,4 ,, respectiva-
mente, y por x ¢ y, correspondienlemente, las
proyecciones de A,M sobre 4,4, v 4,4,
(las magnitudes x e y deben considerarse poqi—
tivas, si estas proyvecciones se lhallan en los
rayos A, A, y Ad,, vy negativas en el
caso contrario), [A.B,| = |4,8, | = a,
L A,A\A, = a. Es posible expresar u y v a

r o 7 A £
travésdezey: u= —4_ g S8 -
sen ¢ sen ¢ sen o
£os - 1-~cosq'
g — de aqul ut v ={g4-y) ———= -
¥ sene de aqui w- ( 1 lf) 0N o

=(z+ Yy ig —3— = (T -+ y) . Ahora tenemos:

(I MB, P+ | MB, Pa=(z—af +
+uwty—a+vHa=((xr—a)® +
+@—rt+y—a®+—r)?4

+ 2r (u + v) — 2r*)a = 2d% + 2ra (v + v)—
— 2r%a = 2d% + 2r2 (z 4+ y) — 2r%a.

Después de escribir igualdades analogas para
cada vértice y de sumarlas, obtenemos la afir-
macion del problema.

[1.317. Examinemos tres tr‘iﬁngulos: ABC,
ACD y ADB que tienen el vériice comin A.
Designemos por B, €, y D, las proyecciones de
M sobre AB, AC y AD, respectivamente. Las
rectas B,Cy, C.Dy ¥ D 1B, son las rectas de
Simson del punto M respeclo a los triangulos
ABC, ACD y ADB. Pero los puntos 4, M,
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!
lenemos: %d{ +4- -;— dp, R Después de

escribir olras dos l@ld(lOllt’q semejantes para
los cuadrilateros BC,04, y CB04, y al
sumarlas, obtenemos:

CAE PRTCIT PN
=—;— (a+b+¢) R=pR,

de donde p{d, + d, + 4. — -;lz-(cdc -+

+ bdy + ad,) = pRR. Puesto que % (ed. +

+ bdy + ad,) = S = pr, después de reduciv
por p obtenemos la ignaldad (1). De manera
andloga se examina el cago de £4 > 40°.

De las correlaciones (1), (2) se deduce la
afirmacion del problema. Para esto escriba-
mos las igualdades correspondientes para todos
los tridngulos de la particiéon. Netemos que
cada diagonal sirve de lado para dos tridngutos.
Por consiguiente, en las correlaciones que
corresponden a estos tridngulos, la distancia
hasta la diagonal elegida (endra signos
opuestos. Por consiguiente, si sumamos todas
estas igualdades, obtenemos, a condicién de
qgue ¢l centro de la cirennferencia se halle en
el interior del poligono, X r + R =d, +
+dy+...+d, donde d,, dy, ... d,
son las distancias a partir del centro de la cir-
cunferencia hasta los lados del poligono. Pero
si el centro de la circunferencia se sitia fnera
del poligono, la distancia hasta el lado maximo
debe tomarse con el signo menos.
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Sea que la recta D,C, corta A,B, v 4,85,
en los puntos L’ y M, respectivamente. Al
igual que en el caso anterior, demostremos que
existe la circunferencia ¥ con ¢l centro en la
recta que pasa por los centros a y P y es tan-
gente a A,B, v A48, en los puntos L' y M,

Fig. 58

respectivamente. Demostremos que y y ¥’
coinciden. Para esto es suficiente demostrar la
coincidencia de L v L’. Tenemos:

[4:2) _ Saseipy _
| LB, | Sn,¢,D,
'%‘ { DyCy |+ AxCy | sen £ 4,04 D,
'12' | DyCq | -4 BeDy ! sen £ ByD)(C,
= -:—ﬁ%l—‘ . De manera anéloga %f—i—:— -
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- | Azcﬁl e | ASC),I
| ByDy | | BeDy |
ciden. Observacion. De los razonamientos se
deduce que en el caso examinado los puntos
de tangencia de y con las rectas 4,52, A,B,,
. .., se hallan en el interior de los segmentos
‘4131! ABBm

11.319. En las designaciones del problema
anterior la afirmacion se reduce a lo siguiente:
si 4,4+, coincide con A4,, entonces B, 4+, coin-
cide con I3,. Supongamos que esto no es asi.
Entonces A,B, y A,8, 4+, son tangenies a la
circunferencia y, 4,44 corta y, B, y B,y se
hallan en el arco A, 4, que corresponde al
segmento, el cual no contiene f. Los puntos de
tangencia de 4,3, y A8, 4+; a y se encuentran
en ¢l interior de los segmentos A8,y 4,8 ,4,.
Resulta gue a partir de 4; hacia y estan
trazadas dos tangentes; ademds, sus puntos de
tangencia a y se disponen a un lado de la
secante 4,4, Esto no puede ser.

11.320. Examinemos el AB,XC,. La rectla
XR es la biscctriz del angulo CoXB,. Ls
tacil comprobar que ZLC RBE, = % + -;- X
X £ CoX B, Deaqui se deduce que CoRy ByR
son las bisecirices de los angulos X€B, y
XB,C, (véase el problema [.46). Precisamente
del mismo modo en los tridngulos Co,YA4, vy
AZB, los puntos P y Q son los punios de
interseccién de las bisectrices. De aqui, toman-
do en consideracién que ZPA,Q = L .A/3,
ZOQBR = £ B/3, LRCP = £C/3, obtenc-
mos la afirmacién, de la cual se deduce el teore-
ma de Morley.

es decir, L. v L’ coin-
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11.321. Al solucionar el problema, aplique-
mos las siguientes afirmaciones que se demues-
tran facilmente.

a) Si en la bisectriz del angulo interior M
del triangulo KLAM, en su interior se toma un

punto &N de manera que Z_KNL=-?)- ¥

X (4 £ZKML), entonces NV es el punto de
intersceeion de las biscclrices del AKLM
(véase el problema 1.46).

h} Si en el interior del dngulo XML, {uera
del AKLM, en la prolongacion de Ia bisectriz
del angulo interior A se toma el punto ¥ de

tal manera que L XNL = —:,- (m — L KML),

entonces & cs el punto de interseccion de la
bisectriz del dngulo M y de las bhisectrices de
los éngulos exteriores K y L.

¢) Si en la bisectriz del angulo exterior K
del tridngulo XKML, en el interior del angulo
KML se toma el punto N de manera que

LMNL = —;— LMKL, entonces V cs el punto

de interseccién de la bisectriz del angulo M
y de las bisectrices de los &dngulos exteriores
K vy Iu

La demostracion de nuestra afirmacién para
todos los valores posibles de i, j, k& (resulta
que hay sicte casos de éstos, con la precisién
de hasta la permutacién de los indices i, j, k)
hagamosla segin un esquema, enunciando v
demosirando cada vez la afirmacién inversa
correspondicnte, equivalente al caso examina-
do del teorema de Morley. Un ejemplo de razo-
namiento segun semejante esquema lo da el
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problema anterior. Para no repetir, primero
separemos la parte general de los razonamien-
tos. Examinemos el iridangulo regular PQH.
En sus lados, usdndelos como bases, eslin
construidos los tridngulos isésceles PXQ,
QY R, RZP (indicaremos mdas adelanie de
qué manera y qué triangulos cstdn construi-
dos). Designemos por 4, el punto de iniersec-
cién de las rectas ZP e YQ; por B,, el punto
de interseccion de las rectas XQ y ZR; por
C,, el de las rectas YR y XP. Entonces, para
cada caso demostremos gue ¢l tridngulo
A,B,C, es semejante al tridngulo ABC y los
rayos A P v A\Q, B,Q y ByR, CR y C,P
son para éste las trisectrices de género corres-
pondiente.

Indiquemos ahora cémo y qué tridngulos
deben construirse en los lados del tridngulo
PQR en cada caso.

f) i=j=k=1; £ PXQ=7% (n+ 22 4),
L QYR =% @m+24B), LRZP= ¢ (n +

-2 £ C). Todos los triangulos estdn dispues-

tos por la parte oxterior respecto al A PQR.
%) i=1, j=k=2 £ PXQ=% (n — 2/ A),

LQVR=n —252 /s RzP=n— 220

Todos los trifngulos estin dispuestos en
el exterior respecto al A PQR. (Supongamos
que / A<Ca/2. Pero si /A >>n/2, enton-
cos el A PX( pasa al otro lado del A PQR,
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7 PXO = —:— (24 A4—n).81/ A=n/2, enton-

ces el A PXQ se transformard en un par de
rectas paralelaz. En lo ulterior hace falta
tener en cuenta esta observacion.)

3) i=j=1, k=8 L PXQ={n—2L4),

L QYR=5(m—-24B), £ RZP=1(n +
42 £ C). Los tridngulos PXQ v QYR estan
dispuestos en el exterior respecto al A POR,
v el A RZP, en el interior (véase la ohser-
vacion del punto 2).

4) i=f=k=2; LPXQ=5(n—2 L 4),
LQYR=3(n—~22B), L RZP=4(n—

—2 /£ C). Todos los tridngulos estin dispues-
tos por el mismo lado delog ladoscorrespondien-
tes del APQR que el propio APQR (véase
la observacién del punto 2).

5) i:irjzz,kz.?»;LPXQ:%—(:;+2LA),

LQYR=(n—2/ B), L RZP=n—25L

El triangulo PXQ ecsta construido hacia el
exterior respecto al A PQR, mientras que los
otros dos, hacia el interior (véase la ohserva-
cion del punto 2).

2L

6) i=2, j=k=23; L. PXO =n - 3 '

LQYR=%(n+24B), LRIP=L(@my

+224 C). El tridngulo PXQ estéd dispuesto
hacia el exlerior, mientras que los otros dos,
hacia el interior respecto al A PQR.
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T) i=j=k=3 (PXQ=n—2%A4

3
LQYRan- 28, ppp_y_22C
Todos los tridngulos estdn dispuestos en el
interior del A POR.
El punto 1 estd demostrado en el problema
11.320,

A titulo de ejemplo demostremos el pun-
RO 2

Sea que £ A << n/2. Examinemos ¢l (ridn-
gwlo ByXC,, en el cual XR es la hisectriz dol

ingulo BoXCo. Ademds, ZByRC, = + (w -+

+ £8,XC,). En correspondencia con la afir-
macién a), 2t es el punto de interscccién de las
bisectrices de este tridngulo (si 4 > 7/2, en-
tonces ByR y Co? son las bisectrices de los
dngulos exteriores del triangnlo By XC,). A con-
tinuacién, en C,YA, tenemos: YP es la
bisectriz del dngulo exterior ¥V, £A4,PC, =

= %LA}’CO (es facil comprobarlo). En co-

rrespondencia con la afirmacion ¢), P es el
punto de interseccién de la bisectriz del 4ngulo
CodoY y de las bisectrices de los dngulos exte-
viores 4,0,Y y C)YA, del tridngulo C,Y4,.
Precisamente del mismo modo el punto Q
respecto al AA,ZB, es el punto de interseccién
de la bisectriz del angulo ZA B, v de las bisec-
trices de los Angulos exteriores A,ZB, v
AgBoZ. (De esto se deduce que el tridngulo
POR respecto 2l tridngulo 4,B,C, et forma-
do al intersecarse las teisectrices de primer
género del dngulo A, con las trisectrices de

3
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segundo género de los angulos B, y C, (se liene
en cuenla el punto 2).) Pero el mismo A A4 8,0,
es semejante al AABC.

En todos los demés puntos 3—7, los razo-
namientos son andlogos y varian sélo las afir-
maciones empleadas a), b), ¢).

Al cambiar de lugares los indices i, j, k&,
notemos que al punto 5 le corresponden seis
tridngulos regulares: a los puntos 2, 3, 6,
tres tridngulos regulares a cada uno; a los
puntos 1, 4 y 7, sendos tridngulos regulares.
De tal manera, en total obienemos diez v ocho
triangulos regulares.

Ahora elijamos en cada caso las dimensio-
nes del APQR de manera que el AA4,B,C,
correspondiente sea igual al AABC. Sobre-
pongamos los diez y ocho dibujos obtenidos
uno sobre otro de modo gue coincidan los
tridngulos A BC. Escojamos el siguienie orden
de superposicion: primero tomemos el dibujo
que corresponde al punto 1, luego, tres dibujos
que corresponden al punto 3, después, seis
dibujos del punto 5 y tres dibujos del punto 2
y, por fin, tres dibujos del punto 6 y sendos
dibujos de los puntos 4 y 7. En cada una de
las superposiciones sucesivas, por lo menos
uno de los vértices del tridngulo regular corres-
pondiente ha de coincidir con uno de los vérti-
ces de los tridngulos regulares ya existentes.
El célculo de los angulos muestra que cinco
vértices de dos tridngulos regulares gue tienen
un vértice comin, se hallan en dos rectas que
pasan por este vértice comun. Pe esta manera,
los vértices de todes los diez y ocho tridngu-
los vegulares «deben» situarse como esld mos-
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irado en la fig. 59. (En este dibujo por a,f’,
etc. se designa el punto de interseccion de
las triscetrices «, y B).)

I1.322, Para el tridngulo regular con el
lado 1 cl radio de cada una de las circunferen-

i
cias de Malfatti esigual a Yol Tom suma de
4

las dreas de los circulos correspondientes es

33(2— 1'% g

3(—5-1——). Pero la suma de las dreas de los

circulos, uno de los cuales est4d inscrito

en este triangulo, mientras gue otros dos son

tangentes a éste y a dos lados del tridngulo
. . — /.—-

cada uno, es iguala i;; = il 508

8

I1.323. Hédgase uso de la igualdad Rr =
— ‘f: y de la desigualdad 2p = a 4+ b +
+ ¢ >3 ¥ abc (teorema del valor medio del
calculo diferencial).

I1.324. Si py es el semiperimetro del tri-
dngulo con vértices en las bases de alturas del
dado; p, S, r y R som, respectivamente, el
semiperimetro, el drea, el radio de la circun-
ferencia inscrita v el radio de la eircunferencia
circunscrita, entonces S = pr y, ademas, S =
= pR (esto Gltimo se deduce del hecho de
que el radio de la circunferencia circunscrita,
el cual se dirige hacia el vértice del tridngulo,
es perpendicular al segmento que vne las bases
de Jas alturas bajadas sobre los lados que
parten de este vértice). Por consiguiente, p, =

1
= 2 :;;— = 5 &
11.325. Si m, es la mayor de las medianas,
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al sustituir en la correlacién m; > mi + m;
que se deduce del planteamiento, las moedianas
por los lados a, b y ¢ del tridngulo (problema
1.11), obtenemos que 5a® << b* + ¢%, de donde
20y 2(b , N 4. V2

cosd> LGS = g (245 ) >yt

11.326. Sea O el punto de interseccidon de
las diagonales del cuadrilitero ABCD. Supon-
gamos que todos los dngulos indicados en la
condicién, son superiores a m/4. LEntonces,
cn los segmentos OB y OC se puede tomar los
puntos By y C,, respectivamente, de tal mane-
ra que £ BAO0 = LOBC, = /4. Sea que
Z BOA = &> nld.

Tenemos: |OC| >[|0C,|= | OBy | =
1 2 sen (a.-*—é—)
= |04 ___lod| -
h ®y)  cosda *
2 sen (a—-’i—-) sen(a+T) o

>=|0A|. De la misma manera demoslramos
la desigualdad |04 |>)OC)|. He aqui una
contradiccion.

I1.327. Supongamos que en el A ABC los
lados estdn ligados mediante la relacion
¢<<b<la. Tomemos en CB ¢l punto M de

tal manera que LCAIW:-%LC, Hay que

demostrar que | CM {g%. Segtn el teorema

de los senos, parael A CAM tenemos: |CM| =
C

b sen =~ B b B abt il

3C T 2¢0sC+1 aiH-ab+b2—e2 T2
sen 5
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I1.328. Supongamos que D es el punto
medio de AC. Levantemos eu D la perpendicu-
lar hacia AC y designemos por M su punto de
interseccion con BC; AAME es isosceles, por
lo tanto, £ MAC = £ BCA. Segtn la condi-
cion, el AABD también es isésceles, L. ABD =
= / BDA, / ABM > 90° (seglin la condi-
cién), LADM = 30° por consiguicnte,
LMBD >/ MDB y {MD |>|BM|. De
aqui se deduce que /. MAD >/ MAB (si
representamos simétricamente B respecto a la
recta A7, obtenemos el punto B, en el inte-
vior del dangulo MAD, puesto que MD _| AD
YyIMD|>| MB|=|MB,]; de 1al modo,

LO LM — L6, LB o LA,

I1.329. Si la circunferencia es tangente a
las prolongaciones de los lados 4B y AC del
tridngulo ABC y su centro es O, es facil en-

contrar que / BOC = 90" — —,1,- Z A. De esta

manera, ZBOC + £ A = 90° + % LA =
== 180°.

11.330. Supongamos que AD es la altura,
AL, la bisectriz y AM, la mediana. Prolongue-
mos la bisectriz hasta que sc interseque en el
punto A, con la circunferencia circunscrita
alrededor del tridngulo. Puesto que MA4, || AD,
entonces L MAA = L LAD. Respuesta: si
LA << 90°% el dngulo catre la mediana y la
bisectriz es menor que ¢} dngulo entre la bisec-
triz v la allura. Si 24 > 90° entonces, al
revés; ™ /A4 = 90° los dngulos son ignales.

11.331. Si 4D es Ja altwra, AN es la me-
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diana, M es el punto de interseccién de las

medianas, entonces ctg B4 ctgC = lfg II -+
|CD | CB | |{-'B|___ICBI_2
+ i 1AD|}|ANi"3;MN|*"3T'

II 332- Del hecho de que SHA.M' = SRC.‘I
VIBC|>|BA |, |ICM]|>|MA | se dedu-
ce que sen LBAM > sen LBCM. Por lo
tanto, si los édngulos son agudos, entonces
LBAM > /. BCM; s6lo el dngulo BAM
pucde ser obtuso. De esta manera, siempre
L BAM > £ BCAM.

11.333. Si |OA|=a, R es el radio de Ja
circunferencia, X es el punto de interseccién
de OA y DE, es facil encontrar que | OK | =

—R? a4+ R
R R > R.

11.334. Las designaciones se dan en la

fig. 60. En el primer caso (fig. 60, a) | AB | <

< |44, |+ | 4,5 | —LIBBI*IAA1I+
+ |JA,C |+ |ByD |- |BB,|= | AC | -

- | BD |. En el segundo caso (fig. 60, b)
|AB | > |BK | — | AK | > | BE | —
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— | AC |. La alirmacion jnversa se demuestira
fadcilmente por reduccion al absurdo.
I1.3353. Sean K, L y M los puntos de inter-
seccion de las rectas trazadas con AC. Designe-
jnoss |<€ 1=, |[BC | =w 4b8|=48

{ BL | == . Segun cl teorema de la bisce-

triz del 4ngulo interior enconiramos:

| EC | = A ; empleando una vez mis oste

a-t-c

teorecma para el A BCL, hallamos: | LM|=
ba i . ba i, g ) 55
at+e¢  ld4a ~ adc { at+i /'’ P

Z BLA = %—/_B.-%ch "_LQTLC>LA

{puesto que £ >3 £ A—=a). Por lo tanto,

C>l ¥y |L:1fl<af:c (i-ﬁ

a ) .
7 atec /T
ac =
o (@4-c)? %T *

11.336. Supongamos que ABCD es el cua-
drildtero dado. lixaminemos el cuadrilatero
AB,CD, donde B, es simétrico a B respecto a la
mediatriz dirigida hacia la diagonal AC. Es
evidente que las areas de ABCD y AB,CD
son iguales, los lados de AB,CD en orden de
recorrido son iguales a b, a, ¢, d. Para el cuadri-
latero AB,CD es evidente la desigualdad § <C
< 1/2 (ac -+ bd). La igualdad tiene lugar,
si LDAB, = /B,CD = 90°, es decir, el
cuadrilatero 4 5;CD es inscrito con dos angulos
opuestos iguales a 90° cada uno; por consiguien-
te, el cuadrilatero ABCD también estd ins-
crito en la misma circunferencia y sus diago-
nales son perpendiculares.

I1.337. Examinemos dos casos.

1) El tridngulo dado (ABC) es acutéangulo.
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Sea que ol Z B es el méximo: G0° < £ B <
< 90° Puesto que las bisectrices de los dngu-
los A v C son menores de 1, Lambién las alturas
de estos angulos %, ¥ ke son menores de 1.

hahe )3
Tenemos S, pzc = ;‘,l—s“;—n—g < -I3—

2) Si uno de los dngulos del tridngulo, por
ejemplo, B no csg agudo, los lados que lo coni-
prenden, son menores quc las bisectrices co-
rrespondientes, es decir, menores de 1, y el
drea no supera a /2.

11.338. Sea ¢ ¢! lado miximo, opucsto al
vértice C. Si a* - * + ¢2 — 8R% > 0, enton-
ces a* 4 b2 > 8R* — ¢* > ¢® (ya que ¢ <{ 2R),
es decir, el tridngulo es acutangulo. Inversa-
mente, supongamos que el tridngulo es acutan-
gulo; entonces q? 4 b2 4 ¢? = 2m¥ + :Z'- &
(m. es la mediana al lado ¢); por eso, cuanto
menor es la mediana, tanio menor es a* 4
+ 0% <+ ¢, pero la mediana es mdxima, si C
es el punto medio del arco, y disminuye al
desplazarse € por el arco; pero cuando el tridn-
gulo pasa a ser rectdngulo, entonces a% -
+ &% + ¢ — 8R? serd igual a 0.

I1.339. Al sustituir R y r segin las férmu-

las R = fx;—; = 5, usese para S la férmu-
la de Herén y la igualdad

(o =22 ) (p B S)

t_;,_ (a®+ bz___c?_) (a% — bz_;_ca) (— a2 b2-L¢2).

IT.340, Supongamos lo contrario, por ejem-
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plo, que ¢ > «; enlonces, 2c >¢ 4 a > bt
al cuadrar y sumar las desigualdades obtenc-
mos: 5¢2 > g* 4+ b2, lo que es una contradic-
eidn.

I1.341. La bisectriz del dngulo B es la
bisectriz del ~. OBH y la bisectriz del dngulo
A es la bisectriz del Z0AH. A continnacién,
LBAH = 90° — 4B < 90° — A =
- L ADIT; por lo tanto, | AH | > | BH |. Si
K y M son los puntos de interseccién
de las bisectrices de los angules A y B

y : R . | AL | » IAHI
con BOH cnto;;es iKO}}M" TA0T g
>I Hl ‘ [pes | De esta ma-

~ 10B| T |MO|"
nera, |HK | > IHMl v el punto de inter-
seccion de las bisectrices de los angulos A4 y
I} se sitta en el interior del A BOH.

I1.342. Designemos |AB {= |BC | =
=g, |AM | =¢, |MC}=050, | MB | = m,
LBMO =+, /. MBO = ¢. llay que demos-
trar que |OB |> |OM | o > @, o bien
cos P < cos @. Segiin el teorema de Jos cosenos,
para el AMBA y el AMBC obtenemos:

mi4a®—c? m24d%_—qf

COS ¢ —cO8 P == on b =
_ m3(b—a)—a(d*—a?) }-b(a®—c?) |
- 2mab ?

pero ¢ —c¢==>b-- @; por consiguiente,

(b—a) (m? —ab~-a®+ ab -+ be)
CosS p— COS P = Tt =
_ _(b-—a)(m? —a?—p(2a— E;))
2mab

(b—a)(m+b—a){(m—a+-b) <0
== 2mabd '
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lo que habia que demostrar,
11.343. Tracemos por M la recta paralela
a AC hasta que se interseque con A8 en el pun-

to K. Encontramos facilmente: |4K | =
= ' | 4B | = il

_]{'MIICBI" | MK |= | MB | x
X%% Puesto que |AM | <X JAK | +

+ | KM |, sustituyendo |4K | y | KM |,
obtenemos
[CM|i-1AB| . |MB|-|AC]
L2 e =
= (|AM |~ |AC|) | BC <
S4B =140 [ ML,
lo que era necesario.
a? =+ b7 |- g2
3
y sc logra, si M es el centro de masas del A ABC.

11.344. El minimo es igual a

A

(Se puede demostrarlo aplicando, por ejemplo
el método de coordenadas o valiéndose del
teorema de Leibniz: véase el problema IT.140.)
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11.345. «Enderecemosy el camino de la
bola: para esto, en vez de «rechazar» la bola
del borde, hagamos rechazar de manera especu-
lar  respecto a este horde la mesa misma.
Obtendremos un sistema de rayos con vértice
comin: cuslesquiera dog rayos vecinos forman
el angulo «. El n@unero maximo de rayos del
sistema que la recta puede cortar, es precisa-
mente el nimero maximo de rechazos de la

. . T
bola. Este nimero cs igual a ’-_ol_] + 1,
. M .
i — no es un nimero entero ({z] es la parte

”~ - n -
entera del ndmero x); pero si — €S un pimero

entero, ésle es igual al ndmero maximo de
rechazos.

I(.346. Si los caminos se construyen de la
manera mostrada en la fig. 61 (4, B, C y D
son las aldeas, los caminos son las Iineas conti-
nuas), su longilud total serd 2 4 2V 3 <
< 9,9. Se puede mostrar que la disposicion
indicada de los caminog realiza el minimo de
su longitud total.

IT.347. Si uno de los lados del triangulo

que pasa por A, forma el angulo ¢ con la

~recta perpendicular a las rectas paralelas da-
das, el otro lado del tridngule forma un

angulo de 180° — @ — w; después de encon-

trar estos lados, obtendremos que el 4rea

» g ab sen o —
del tridangulo es igual a T 2cos peos(gpra)
ab sen o

= T Teon o s xpresion  es
03 21 cos (a4 2¢) Esta expresion es
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minima, si a4 2¢ =180°. Hespuesia: Smm =
= abctg EZL ;

11.348. Tenemos S cpp = 300 | Socp =
= 2 (k + 1) Socp- Por consiguiente, S acpp
serd mdaxima, cuando lo sea el area del
tridngulo OCD. Pero el tridngulo OCD es
isésceles ecn el lado igual a R; por lo tanto,
su drea cs maxima, cuando alcanza su maximo
el seno del angulo en el vértice O. Designemos
este angulo por g. Ls evidente que ¢ 7
< @ << 1, donde @, corrcsponde al caso de
perpendicularidad de AB y CD. Por consi-
guiente, si @ << /2, ol frea mixima del
AOCD corresponde al valer de ¢, = 2:
pero si @, = m/2, corresponde al valor ¢; =
~— @,. Respuesta: si k< |2 — 1, entonees
Smix = (k + 1) R% si E> | 2 --1, enlon-
ces Smux = 212 V k(& + 2)ik + 1).

11.349. Supongamos que la recta BC salis-
face la condicién del problems: | BP | =
= | MC | {la sucesién de los puntos es: B, P,
M, ). Demostremos que ol drea del cnadrila-
tero A BNC es minima. Tracemos otra recta
que corta los lados del angulo en los puntos
By vy Cy. Sea que el punlo B se halla entre los
puntos A4 y B, entonces el punio C) se halla
entre los puntos 4 y €. Hay que demosti:i que
Spp.n > Sceuw- Bsta desigualdad es eybiva-
lente a la desigualdad Sgp,p>>Secc,p, puesto

Sip N AP
2w _ Scep | | ;
que —g= = =TT Sumemos

Sppe, & ambos miemhros de la dltima desi-
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gualdad. A la izquierda oblenemos Sppp-+
+ Spre, = Snopey = Se,cn, (se deduce de la
igunaldad | BP |=|MC|), y a la derecha,
Sce,p+ Spre, =Se,cn.  Pero, evidentemente,
Se,ep,>Sc¢,cp- De mancra andloga se analiza
el caso, en que el punto B, se halla enire los
puntos A y B. Construccion. Es suficiente tra-
zar cualquicer 1inea que corta los lados del angu-
to dado y las rectas AN y AM en los puntos
By, Py, My v C,, vespectivamente, de modo que
| BePy | -~ | MyCy ) v luege trazar por M
la recta paralela a B,(,. Examinemeos el para-
lelogramo ABDC,; designemos por K y L
los punlos de interseccion de las rectas APy
y AM,, respectivamente, con B y C.D.
A partiv de la igualdad | BoPo | = | MoCo |
se deduce que S,p,x = Sacu- El problema
se reduce a la construccién de dos tridngulos
equivalentes 4 B,K y AC,L, todos los angulos
de los cuales se conocen. Tomemos B, de
maaera arbitraria, construyamos el AABK.
Indiquemos en A3, el punto £ de modo que
LBKE = £ ALC,. Construyamos el segmen-
to AC, igual a V| BoZ || Bpd |. La rccta
B,C, es la buscada. Observacién. Examinemos
el problema siguiente. Por el punto M interior
al angulo dado hay que trazar la recta que
corto los lados del angulo en los puntos By C
de tal manera, que el segmento BC sea mini-
mo. Del problema investigado se deduce que
el segmento BC serd minimo en aquel caso,
cuapdo {BP | = | MC |, donde P es la
proyeccion del vértice del dngulo dado sobre
RC. (Mas aGn, se deduce también que si el
segmento BC posee la propiedad indicada,
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para cualquier otra recta que pasa por M y
corta los lados del angulo en los puntos 5,
y C,, la proyeccion del segmento B,C; sobre
el segmento BC serdi mayor que | HC |). Sin
embargo, la construccion de semejanic segmen-
to no siempre es posible con ayuda de un com-
pds v una regla.

11.350. bupongdmos gue M; v Ny son otros
dos puntos en los lados del angulo {fig. 62).

a ."r;' N
Fig. 62

Entonces, ZM AN, = §, LZAMM = 3bO°
— & —p—ZON, A > 180° — ZON A =
= /AN,N. Dec aqui, tomando en wrmdera—
cion que L MAM, = L NAN,, obtenemos que
| M A | <<|N,A| vy, por consiguiente,
Sar,an < Spyan; de este modo Soaran, <
< Soman

11.351. Teniendo en cuenta el resultado
del problema anterior, hay que aclarar bajo
gqué condiciones cn los lados del angulo se
puede hallar Jos puntos M y N tlales que
LMAN =0 yv | MA | =|4AN |. Circuns-
cribamos alrededor del tridngulo MON una
circunferencia (fig. 63). Puesto que ¢ + 4§ -+
+p < 180° el punto 4 estard fnera de ésta
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Si L es el punto de interseccion de Ja recta O4
con la circunferencia, entonces deben cumplir-

se las desigualdades ZAMN == 90° — ‘ﬁ}_‘ S
S LEMN = ZL0N ¥ LANM = 807 —

— % > L 1OM. De esta manera, si @ <<
<< 90— % y << 90°— -%, se puede encontrar los
puntos = M y N tales que | MA | = | AN |
£LMAN B. Pero si las condiciones no se

Fig. 63

cumplen, es imposible encontrar semejanles
puntos. En este caso el cuadrildtero del area
maxima degenera en (riangulo (uno de los
puntos M o N coincide con 0).

I1.352. Tomemos el punto A4, en BC
(fig. 64). 11 cuadrililero.OM AN cs equiva-
lente al cuadrilatero OMAN, /A MAN <
< LMAN; por consiguiente, si se tema el
punto M, en OF de manera que £ M AN =
= L MAN, eatonces Sozr, a8 > Soirans Ie-
sulta que el area del cuadrilitero OMAN es
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menor que el drea del cuadrilitero maximo que
corresponde al punto 4,, lo que, tomando on
consideracién los resultades de los dos proble-
mas anteriores, demuestra la afirmacion.

I1.353. Sea, para concretar, que Sen & >
== sen P: Lomemos en Ja prolongacion de AB
el punto K de tal modo que Z. BKC = §, ya
que L CBK = /£ ADC (puesto que el cuadri-
latero ABCD es inscrito), entonces el A KBC
es semejante al AACD. Pero | BC | = | CD|,
por consiguiente, Sgep == Sipe ¥
Sixc=8apcp- Pero Syge=

_ a*sen{a + B)sen

2sen f3 ;
. a*sen{z+Pisena
0L consigniente, =
I Sapens SsenP -

-‘nmiogdmente se demuestra que Sy pepo=
> @ sen (-} B) qenfj
2sena

F.354. Examinense otras posiciones de
los puntos M, y N, (LM, AN, = i) ¥y mués-
trese, teniendo en cuenla la condicion de
a 4+ p >180°, que el {ridngulo «agregado»
pusee mayor drea que el triangulo en el cual
disminuye el drea (de manera analoga a la
selucion del problema T1.350).

I1.355. Tomando en consideraci6n el resul-
tado del problema anterior y razonando de la
misma manera que en el problema I1.351,

obtenemos que, si ¢ > 90° — — yv >080°—
B

=it el cuadrilatero del area minima existe
v para éste | MA | = |AN|. Pero si esta
condicion no se cumple, el cuadrilitero busca-
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do degenera (uno de los puntos M o ¥ coincide
con el vértice 0).

1F.356. Tomemos el punto A, para el eual
se cumplen las condiciones del problema, v
cualguier oiro punto 4,. Trazando por 4,
las reclas paralelas a 43f v AN. las cuales
cortan los lados en los puntos M, y N, cercio-

Fig. 64

rémonos de que Soa,an, << Sowany Y. pOT
consiguiente, tanto mds el drea del cnadrila-
tero miwimo que corresponde al punto 4, es
menor, que el irea del cuadrildtero OMAN,
el cual es el cuadrilatero minimo que corres-
ponde al punto A.

I1.357. El radio del circulo méximo es
igual al radio de la circunferencia circunscrita
alrededor del tridngulo regular con el lado de
2R, es decir. 2R/1/ 3. (Tomemos semcjante tri-
angulo y en sus lados usados como didmetros,
construyamos las circunferencias). Para cual-
quier circunferencia de radio mayor, si ésta
estuviera cubierta con los circulos dados, se
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encontrarfa un arco no menor de 120° cubierto
por un circulo. pero semejante arco contiene
una cuerda mayor de 282, lo que ecs una contra-
diccidn.

En el caso general, si existe un tridnguio
acutangulo con los lados 2R,, 2R,. 2R, el
radio de la circunferencia circunscrita alrede-

Fig. E!F.::]

dor de éste serd el buscado. En todos 1os demas
casos el radio del circulo miximo os igual al
mayor de los nameros B,. R, I,

11.358. Se puede. En la fig. 65 se exponen
tres cuadrados unitarios que cnbren un cuadra-
do con el lado 5/4,

I1.359. Notemos al principio que el lado
del tridngulo regular minimo que cubre el
rorubo con el lado @ y ¢l 4ngule agudo de 60°,
es igual a 2a. En efecto, si los vérlices de los
dngulos agudos M y N del rombo se encuen-
tran en los lados AB y BC del tridngulo regu-
lax ABC y ZBNM =aqa 30°Lax 90°,
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entonces, después de encontrar | BN | segan
el teorema de los senos a partir del ABN M,
v | CN [ segln el teorerna de los senos a partir
del AKNC (K es el vértice del dngulo obtuso
del rombo; ademéas. se puede considerar que
este vértice se sitia en el lado AC). obtenemos
después deo las transformaciones: | BC | =
= 2a coscg? 3-0—0@ ; tomando en considera-
cion que 30° <L o < 90° hallamos que | BC | >
= 2a. Es facil vor que se puede cubrir un
tridngulo regular del lado 3/2 con tres tridngu-
los regulares del lado 1. Para esto cada triangu-
lo unitario se pone de tal manera que uno de
sus veértices coincida con nno de log vértices
del tridngulo que se cubre, mientras que el
punto medio del lado opuesto coincida con el
ceniro del tridngulo que se cubre.

Mostremos ahora que el tridngulo regular
del lado & = 3/2 no se puede cubrir con tres
triangulos regulares unitarios. Si semejante
recubrimienlo fuera posible, los vértices 4,
By C cstarian cubiertos con tridngulos dife-
rentes y cada uno de los lados AB, BC, CA se
cubriria con dos tridngulos. Sea que A pertene-
ce al tridngulo I; B, al 1I; ¢, al 111I: el centro O
del tridngulo pertenece. por cjemplo, al tri-
angulo 1. Tomemos en AR v AC los puntos

M y N tales que |AM | = |AN | = 5 b.
Puesto que {BM | = |CN | = —2;- b >1, los

puntos 1/ y N también perlenccen al triangulo
I y. por consiguiente, el romho AMON esta
cubierto por completo con el tridngulo, cuyo
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lado es menos de 2 |AM | 2| AM | > 1)
lo que es imposible. ]
g A

I1.360. Designemos las razones -:-i,—?:—-,
JEN| . I ML| . s "
1B ¥ T PO % f v v Entonces
{véase la solucion del problema [.221)
P = Gay, S = Q (1) B+ 1) (y +1). Después
hagamos uso de [a_desigualdad (2+41)x
X P+ D) (y+ D)=V afy+1)2.

11.361. Sea que ctga=uz, ctgB =y enfon-
. o —xy1 . x4 - — 3
ces ctgy = TR _1?,. a*ctg a -
+bctgfPteletgy = (@2 — 62— 2+ 0% (x4

2

+ ¥ -+ 2 ITi‘:;_ El mianimo de Ja expre-

. 2.]- .
ston B2 (x4-y)|-c? t—_}];— con z fijo v
r4+y >0 se logra para tal p, para el cual
244
: z-ty
s O e «;'- De esle wmodo, %:
b a?4-14 ¢
= 34_1 = 22V por lo tanto, el valor
| 2231 sen §

se cwuple fa igualdad 62 (24 y) = ¢?

minimo de la expresidon dada en la condicidn
se logra para tales a, B y v, cuyos senos son
proporcionales a los lados a, by ¢, es decir,
cuando los tridngulos examinados son semejan-
tes. Pero en este caso tiene lugar una igualdad
(es facil comprobarlo).

11.362. Designemos:p —a =x.p — b —=
= y. p — ¢ = 2 (p es ¢l semiperimetro). Dejan-
do en el segundo miembro de la desigualdad
48V 3, obtenemos después de Lransformar el
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primer miembro (por ejemplo, a® — (b — ¢)? =
=4 (p— b) (p —c) = 4yz) v sustituir § se-
gun la férmula de Herdn la desigualdad zy +-
+yz 422> 1 3(z + y + z) zyz. Dividien-
do ambos miembros de la desigualdad por
}/ zyz y sustituyendo u = } (wy)lz, v =
= (yz2Yz, w = V (ly (z = uw, y = vu.
z = wv), obtenemos la desigualdad = + v +
+ w >V 3 (uv + vw & wu), la cual, después
de elevarla al cuadrado, se reduce a la desigual-
dad conocida u® + v? 4+ w? > ww + vw +
+ wu.

I1.363. Existen dos familias de triangulos
regulares cireunscritos alrededor del triangulo
dado (véase el problema 11.305). Construyamos
sobre los lados de! tridngulo ABC hacia el
exterior los tridngulos regulares ABC,, BCA,,
CA B, y circunscribamos alrededor de éstos las
circunferencias. Los vértices de los tridngulos
de la primera familia se sitdan uno en cada
una de estas circunferencias. Supongamos que
Oy, O,, Oy son los centros de estas circunferen-
cias ( AO,0,04 es regular, véase el problemna
I1.304). El drea méxima la tendra el tridngulo,
cuyos lados son paralelos a los lados del tri-
angulo 0,0,0, (la secante que pasa por el
punto de interseccidon de dos circunferencias,
tiene longitud méxima cuando es paralela
a la linea de centros; en este caso su longitud
es dos veces mayor gue la distancia entre los
centros). El area del iridngulo maximo sera

Sy = W, = _‘i(ﬁtfb_z_t‘”_}_ 25 1/3),

3
donde S es el area del triangulo dado
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(véase la solucién del problema [1.305).
Para los triangulos de la segunda familia el
drea del maximo serd menor. Entre los trian-
gulos regulares inscritos en el dado, el drea
minima la tendra aguel, cuyos lados son para-
ieles a los lados del tridngulo maximo circuns-
crito. Esto se deduce del resultado del
problema I1.241. Su 4rea es igual a, S, =
= §%/8,. De estamanera, el area del tridngulo
regular  circumserito maximo es  igual

- B(a® b2 et "
B g == ' (GT.] pic) + 2S5 y el area del
2
tridangulo minimo inscrito es S, = % . donde
L 4
S e¢s el drea del tridngulo dado.

[1.364. Circunscribamos alrededor del tri-
angulo AMC la circunferencia. Todos los
triangutos A,/ C que se obtienen al desplazar
M por el arco AC, son semejantes entre si, por

5 5 ;. 1CM i 2
consiguiente, la razén TAor) “erd para ellos
1
upa misma. Por oso, si M es el punto del
i : £ B -| &M
minimo de la expresién j (M) = %'
1

entonces B ha de pasar por el centro de la
circunferencia circunscrita alrededor del tri-
angulo 4 MC; de lo contrario se puede dismi-
nuir | 8M |, dejando constante la razén

M )
Elj‘jf I| . Sea que ahora B, y €, son los puntos

de interseccién de las rectas BM y CM con la
circunferencia circunscrita alrededor del tri-

dngulo  ABC, entonces { Ba:‘fAl -}:fﬁﬂf P
—_ { CM |- AM | . | AM || BA | .lPor con
T I BM T GM] GOl
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siguiente, las rectas A3 v CU lambién de-
ben pasar por los centros de fas circunferencias
circunscritas alrededor de log triangules BAC
y AMB, respectivamente., De tal modo, el
punto A es el centro de la circunferencia ins-
crita (véase el problema T1.125). Ademas, en
esle caso A, es ol centro de Ta circuniferencia
cirennscrita alrededor del tridngulo CMA.
sen L MBC = —— LEMd L 21 4,M |

|MEB|* sen LMBC =
| BM |.| CA |

| A3 |

al problema de que la funcién f (M) alcanza
el valor minimo. El teorema de anilisis cono-
cido afirma que la funcién continua en un
conjunto cerrado alcanza su valor miaximo y el
minimo. En particular, este teorema es vilido
para la funcidén de dos variables definida en
un  poligono. Sin embargo, a esle problema
el teorema no se aplica directamente: la
funcién j (M) no esta definida en los vértices
del tridngulo A 5iC. Pero si se cortan los dngulos
del tridngulo, se obtiene un hexigono, en el
cual f(37) serd ya una funcién continua y,
por consiguiente, tendrd el valor minimo. Se
puede demostrar que en proximidad de la fron-
tera del tridngulo f (M) > 2r. Por eso, si los
angulos cortados son suficientemente pequefios,
el valor minimo de f (M) en los hexigonos y,
por lo tanto, también en el tridngulo se logra,
cuando 1 es el centro de la circunferencia ins-
crita; este valor minimo es ignal a 2r. Por
otra parte, f (Jf) no toma su valor maximo,
aunque estd acolada. Demuéstrese que f (M) <
< I, donde ! es la longitud del lado maximo
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del tridnguio A 2C. para todos los punios del
tridngulo, excluyendo los vértices, y f (M)
puede tomar valores tan proximos a I como
se quiera.

11.365. Tomemos en los rayos A/B y MC
los puntes £, v B;. respectivamente, de tal
modo que |MC,|[= |MC| |MB, |i=
= | MB | (AMC,B; es simétrico a AMBC
respecto a la bisectriz del dngulo BMC), C,
v 13, son, respectivamenie, las proyecciones de
() v B, sobre la recta A M. Tenemos: | BH | X
o osen ZAMC - | CM | sen LAME =
= | Byiffsen ZAMCH | G, M| sen LAMB =
= | By | + | CiCs | = | By | = a. Al
escribir olras dos designaldades semejantes y al
sumarlas, demostraremos la afirmacién del
problema. No es dificil comprobar que, si i
coincide con el cenfro de la circunferencia ins-
crita, la desigualdad se transforma en igual-
dad.

11.366, a) Resolvemos, al principio. el
problema siguiente. Sea M el punto en el lado
AB del tridngulo 48C, las distancias a partir
de W hasta los lados BC y AC 2on iguales a ¢
vy v, respectivamenle; i, y h, son las alturas
hajadas sobre BC y AC, respectivamente. De-

- Ry by
mostrar que la ecxpresion — 4 = alcanza
su valor minimo, cuando M es el punto medio
de 4B. Designemos, como siempre, | BC | =
=a, |AC| =5, S es el area del AABC.

Tenemos: aie + v = 25, v = 28:&“.

Se. . R h
gamos v en la expresion — 42 =1y ob-

Pon-
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tendremes el — 28t -+ 20, S = 0, Ll (dis-
¢riminante de esfa ecuacién no es negalivo,
S? (t* — 4t) 22 0, de donde t = 4. Fl valor
minimo de ¢ — 4 se alcanza cuando u —=
= Sla = Iny/2, v = h,/2. De este problema
so deduce que e}l valor minimo del primer
miembro de la desigualdad del punto a) se
obtienc cuando I es el punto de interseccion
de Jas medianas. Anidlogameute se demuesiran
las designaldades de los puntos b) v ¢). En el
punto b) hace falia determinar para qué punto
M en el lado A3 el produclo nr obtiene su
valor maximo. En el punto ¢) dividamos pre-
viamente ambos miembros de la desigualdad
por uvw y resolvamos el problema del minimo
de la funciéon (i,/u — 1) (h,/v — 1) para el
punto M en AB.

I1.367. Supongamos que para el tridngulo
aculangulo ABC se cumple la desigualdad
|AC | < |AB | < | BC |, BD es la altura,
O es el centro de la circunferencia circunscrita
e 7, cl centro de la inscrita en el AABC; E es
Ja_ proyeccidn de I sobre BD. Puesto que
| ED | = r, hay que demostrar que | BE | >
=R = |BO|. Pero BI es la biscctriz del
angulo EBO (BI es la bisectriz del dngulo
ABC y L ABD = LOBC). £ BEI = 9(0°,
ZBOI 2 90° (lo ultimo se deduce de que la
proyeccién de CI sobre BC no supera | BC |/2).
Por consiguiente, | BE | > | BO | (represerite-
mos BO simétricamente respecto a BJ).

I1.368. Pueslo gque el area del triangulo
formado por las medianas del otro tridngulo
constituye /4 partes del area del tridngulo
inicial v para cualquier tridngulo abe =
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= 4RS, hay que demoslrar que para el triin-
gulo acutangulo es vilida la desigualdad

MoMym, > —g- abe. (1)
Para hacer los cilculos comodamente suponga-
mos que uno de los lados es igual a 2d y la
mediana a este lado es igual a m. Puesto que
el tridngulo es acutingulo, entonces m > d.
Designemos por ¢ el coseno del angulo agudo
comprendido entre esta mediana y el lado 2d,
O0<{t<<dm (t<<dlm es la condicién del
caracter acutingulo del tridngulo). Expresan-
do los lados v las medianas por medio de 4,
m y ¢ty poniendo las expresiones halladas en
la desigualdad (1), después de las transiorma-
ciones obtenemos: m? (9 + m?)* — 25d* X
X (A2 + m?)? > t*d*m? (684m* — 1004%). El
primer miembro de la desigualdad se reduce
a la forma (m2® — 4dm + 5d%) (m® + 4dm -
+ 5d%) (m*®* — d*). Para m > d esta expresion
es positiva. Ademads, si m = d (el tridngulo es
rectanguio). el primer miembro de la desigual-
dad no es menor que el seguudo (la igualdad
existe para ¢ = 0). A econtinunacion, si d <

<m< «% d, el segundo miembro de la des-
igualdad no es positivo y la desigualdad es
valida. Sea que m > ;15— d. En esto caso, el

segundo miembro de la desigualdad es menor
que el valor oblenido para ¢ = dim. Pero
cuando ¢ = d/m, el tridngulo de partida es
rectangulo y para los triangulos rectingulos
ya estd demostrada la validez de la designal-
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dad no estricta. (Es suficiente repetir los
mismos razonamientos respecto al otro lado del
triangule.) De esta manera esla demostrado
que para cualesquicra triingulos no obtusan-
gulos, a excepcion de los isésceles y rectdngu-
los, es valida 1a desigualdad (1); para los (ri-
angulos isésceles v rectangulos tiene lugar
una igualdad.

[L.369. Supongamos que A/ se halla en el
interior del ABC a las distancias z, y vy z,
respectivamente, hasta los lados BC, C4 v
ARB. El problema consiste en delerminar el
minimo de z* -+ y* + z2, bajo la condicién
de que ax + by + ¢z = 25 4pc. Es evidente
que este minimo se logra para los mismos
valores de z, y, z. que el minimo de 22 + y* +
+ 22— 24 (ax - by + e2) = (x — ha)? -
T+ (y — MY + (@ — he)® — A% (2% + B 4¢P,
donde 2 es un nimero arbitrario fijo (bajo la
misma condicién de que ax +by2+ &z =
- 2SABC}' Al tomar A = Eg_l_%g—-—-'—%!q_—;—z
(A se encuentra a partir de las ecuaciones
z=2At, y=2ib, z2=12%c, axr+ by +e=
= 28.4p¢c), vemos gue el minimo de la Gltima
expresién se logra para £ = ha, y = Ab, z =
= he. Ahora. sea que el punto 3{ est4 alejado
de BC, CA y AB a las distancias Aa, A v Ac,
respectivamente, y el punto A4, es simétrico
a M respecto a la bisectriz del 4ngulo 4.
Puesto que §,mc = Sian s entonces M,
se sitta en la mediana del dngulo A y esto
significa que 3 se halla en la simediana de
este dngulo (véase el problema I11.171).

11.370. Supongamos que M es un punto
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dispuesto en el interior del tridingulo ABC,
cuyo aAngulo maximo es inferior a 12(°. Haga-
mos girar el AAMC alrededor del punto 4
a un angulo de 60° hacia el exterior respecto al
AABC, En este caso, ¢l punto C pasara al
punto C,; vy el punto M, al punto M. La suma
|AM 1+ BM |+ |CM | es igual a la
quebrada DBAMM,C. Esta quebrada sera
minima, e¢nando los puntos M vy M, se hallan
en el segmento BC;. De aqui se deduce la afir-
macion del problema.

I1.371. Supongamos que ABC es el trian-
gulo acutdngulo dado, 4, es un punto en el
lado BC; B,, en CA; C,, en AB; Ay, v A4
son los puntos simétricos a A, respecto a los
Jados AB y AC (respectivamente}. La quebra-
da A,C, 8,4, es igual al perimetro del tridingu-
lo 4,8,Cy; por consiguicnte, este perimetro,
siendo fijo el punto 4,, serd minimo, cuando
los puntos C; v £2, se hallan en el segmento
A Ay, yseraigual a | 4,45 | Peroel A4A4,4,
es igosceles, L A,AA; =2/ BAC, | 4,4 | =
= [|AzA | = | AA; |. Por lo tanto, | A,4; |
serd minimo, si A4, esla altura del ABAC.
Precisamente de la misma manera deben ser
alturas también BB, y CC,.

11.372. Si e! dngulo maximo del triangulo
es menor de 120°, la suma de distancias tomara
el valor minimo para el punto, desde el cnal
los lados se ven bajo el angulo de 120° (véase
el problema 11.370). Lista suma es ignal a
| BC, | (designaciones del problema I1.370).
El cuadrado de esta suma es igual a a* -

+ b — 2ab cos (£C 4 60°) = 5 (a* -+ B -+
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+¢*) -k 28 | 3. Pero a partir del problema
I1.362 se deduce que a* + b* + ¢ > 45 V3.
Nos queda demostrar la desigualdad S >
> 3V 3 Esta desigualdad se demucstra
bastante ficilmente; la misma expresa el
hecho de gue de todos los tridngulos circunseri-
tos alrededor de la circunfercncia dada el drea
minima la tiene el tridngulo regnlar (para
éste se cumple la igualdad). Para concluir la
demostracion hace falla comprobar la desigual-
dad ¢ + & = Gr, puesto que para el tridngulo
con el Angulo superior a 120°, la suma de distan-
cias hasta los véclices toma el valor minimo en
el vértice del Angulo obtuso.

I1.373. Demostremos el segundo miembro
de la desigualdad. Para concretar, sea que
b >ec.

1) Si a<{b, entonces 2p—=a-+b4c=(—
—a) e+ 20 < 242022 e 20=2 2T,

2) Si azzbz=e, entonces a<<2b y 2p=a+
+hte=(bte—a)+2<e+2a< 2 4
+20=2 k- e

El primer miembro de Ta desigualdad se
deduce del segundo miembro y de la identi-

dad (b+c){p—a)—becosA=a {bc—i—aﬂ - p) ’

i
; L IBNL 1AM _ AL
11.274. Tenemos: TR = THET = 175| =
= [I Kg{ . o3 decir, KN es pam[o_la a C'D.

el cuadrilitero KL MN esun paralelogramo.,
Sea que | 4K |=aqa, |KC|=b, |BK|=zx,
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z a
| KP | =y, ?;;T; enfonces
SH.L-EI = ALAM T ‘SrAKL e ( _r_,lr_y ) SA-DC
x a ¢ i z ( r
-y a+b “APET g ly \ sty
a _\_ ¥ N
atb ) g+ DABoD ™ g Sascr

Designemos: y/x = 1. No es dificil demostrar
que el valor maximo de la funcién t/(1 - 1)°
se obtiene con ¢ = 1/2 (por ejemplo, al tomar
la derivada de esta funcién) y es igual a 4/27.
De esta manera, Sgruy = 2Sxm <

<< % S anep-

11.375. Designemos los lados del AABC,
como siempre, por a, & y ¢; I es el centro de la
circunferencia inscrita. Es valida la igualdad
vectorial siguiente (ésta se dedunce de la pro-
piedad de la bisectriz, véase el problema 1.9):

T i A TRl Gt (1)

Ademds, |IB |< e, |JC | << b. Estas desi-
gualdades se deducen de que los Angulos A/B
y AIC son obtusos. Tomemos el punto A4,
sulicientemente préximo al punto A4, de ma-
nera que sigan cumpliéndose las desigunal-
dades |I,B1<e, |I,C|<< b, donde I, cs
el centro de la circunferencia inscrita en
el A4,BC. Los lados del AA;BC son iguales
a a, by, ¢;. Lo mismo que para el AABC eseri-
bamos la ignaldad

Pl g By b=, &
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Restemos (1) de (2):

a(l, A — TA)+1,B-b 4-IB.b+

+ICc1—IC ¢= (. (3)

Notemos que
jzii_aﬁm‘{‘ﬂn ('{1)
I,B-by—IB-b— I,B(by—b)4-T,1-b. (5)

ICcl——IC’c—IC(ci——G)%AIIc (6)

Sustituyendo en (3) las diferencias correspon-
dientes segin las formulas (4), (5), (6), obtene-
mos:

E}-(a—]‘b—kc)—}—ﬂ,-a%—ﬁ(b:—b) s 5
+1,C (e, —c)=0.

— —
Puesto que |{B|<Ce, |{,0]|<Ch, {b—d|<<
< | 4,4], |c1—c[-<[AiA|, entmlces 11,1 =

|
e |A4,-a+T,B (b, —b)+ I,Clo, —e)|<

<[AA,|--E$;:—:= 144,].

De esto se puede deducir la afirmacion del
problema para cualquier posicién de 4,. Ob-
servacidn. En esencia, se ha diferenciado la
igualdad (1) y se ha demostrado que | ¥V, | >
> |V, |, donde V", ¥y ¥V, son las velocidades,
con las cuales se desplazan los puntos 4 ¢ 7.
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11.376. Circunscribamos alrededor de log
triangulos ABF, BCD y CAFE las circunferen-
cias. Estas tienen un punto comin M. Puesto
que los angulos del tridngulo DEF sou cops-
tantes, £D =1y, £LE == a, LF = B, las cir-
cunferencias construidas v el punto M no de-
penden de @. El lado DF (y, por consiguiente,
también K£F y ED) serda méaximo, cuando
DF es perpendicular a BM. Sea ¢, el dngulo
que corresponde a esta posicion. Entonces,
/. MBC = L MCA = LMAB = 90° — ,.
’rolonguemos CM hasta que interseque a la
circunferencia, circunscrita alrededor del iri-
dngulo AMB, en el punio F,. Se puede en-
contrar que £LFBA =a, LF\AB =§;, F/ B
resulta paralela a AC. Bajemos desde Fy y B
las perpendiculares N v BL sobre AC. Pues-
to que | FN | =|BL|, enlonces tg @, =

e 00— @ .. JENL AN
- "I"j”f"o ljjfl T TR Y T
+ 1y ¢ omrr = Ef 4 cge +

+ clgy. De esta manera, tg ¢, = clg o +
| ctg B + ctg y. Observacién. Kl dngulo @ =
= 90° — @, se llama dngulo de Brocard y el
punto M, punto de Brocard. Para cada tridn-
gulo existen dos puntos de Brocard. La posi-
cion del segundo punto M, se determina por la
condicion ZM,BA = LM, AC = LM CB.

), I U <Y I 7. T\ B
11.377. Supongainos gue A8 = % 1BC)
— Y, lif‘illm =.2z. Consideremos que x<1/2.

Si suponcmos que Jas Areas de los tridngulos
4B,C,, BC,A, y CAB, son mayores que el
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area del tridngulo A,B,C,, entonces z < 1/2
(a no ser asi, Spc, 5, < Sacn) ey << 1/2.
Las éreas de Lodos los tridngulos examinados
se cxpresan facilmente a través de S, .. v
Zy Y g, porejemplo: S o, =2 (1 —2) §4zc.
La desigualdad S, 5, << S, B;c, S¢ reduce
a la forma 1 —2 (1 — 2) —y(l—ua) —
—z (1 —y)<<z({l — 2). Al sumar tres de-
sigualdades scmejantes, obtenemos: 3 —
—hde (1 —2) — 4y(t —a) — 421 — y) <
<0

Puesto que la idltima designaldad es li-
neal respecto a z, y, z, entonces, si la misma
se cumpliera para ciertos z, ¥, z comprendidos
entre O y 1/2, asimismo deberia cumplirse tam-
bién para cualquier juego de valores extremos
de las variables, es decir, para cada variable
igual a 0o a 1/2. Pero se puede comprobar
que esto no es asi. La contradiccién obtenida
demuestra nuestra afirmacién.

[1.378. Sea que Q ecs el punto medio de
OH. Como se conoce, Q es el centro de la cir-
cunferencia de los nueve puntos (véase el pro-
blema I1.160). Tenemos: | OIf |2 + 4 | Of '|*=
= 2|0l - 2| HI |*. Puesto que | Q1 | =
= R/2 — r (baséndonos sobre el teorcma de
Fouerbach, problema I1.287), | O |* = R? —
— 2Rr (férmula de Buler, problema I1.193) y
tomando en consideracién que R > 2r, obte-
nEemos:

|OF * -2\ TH P - B2 — 42 >
=2 |IH .

IT.379. Una idea elegante para demostrar
las desigualdades do semejante tipo la pro-
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puso Kazarinofl (Kazarinoff, Michigan Mathe-
matical Journal, 1957, N° 2, péags. 97—98),
Su esencia consisle en lo siguiente. Tomemos
en los rayos AB y AC sendos puntos B; y C,,
respectivamente. Fs obvio que la suma de las
areas de los paralelogramos construidos sobre
AB, ¥y AM y sobre AC, v AM es igual al &rea
del paralelogramo, uno de cuyos lados es
B,C,, mientras quc el otro es paralelo a AM
y es igual a | AM | (véase también el proble-
ma [I.40). Por consiguiente,

|AC|v—l—]AB]w<|BCllx (1)

a) Supongamos que los puntos B, y C,
coinciden con los puntos B y C; entonces, la
desigualdad (1) dard la desigualdad bv +
+ cw < ax. Al sumar tres designaldades seme-
jantes, obtenemos la requerida.

b) Si | AB, | = |AC |, | AC, | = | AB |,
la desigualdad (1) dard Ia desigualdad cv +

¢ b
+ hw <L ax o 2 =V + =W Al sumar tres
desigualdades semejanles, oblenemos:

stpta (gl {or o)t
-+ (%+T) w2 {ut+v4w).

¢) En el punto a) se ha demostrado la de-
g f
sigualdad 2= bv + cw, de donde a:u:;?’ uv 4

[+ ' [()
-|—-—— wi. De la misma manera yv 2 - ur -+

b _
-LT wr, sw >-c—uu/—!——ur Al sumar estas

tres desigualdades, oblenemos
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2yt zw = (T+—) Uy -+

+(_IL+%) viv - (%T%) wy =

[
=2 (uv+vw--wu) .

d) Designemos por 4,, 5,, C; las proyeccio-
nes del punto M sobre los lados 5C, CA, AB,
respectivamente, del tridaugulo ABC. Tome-
mos en los ravos Md, MA,, MB, MB,, MC,
MC, los puntos A°, 47, B, B, C', C}, respecti-
vamente, de manera que [ MA || MA' | =
= | MA, |- |MA; | = | MB || MB'| =
= |MB, || MB;\ = [MC|- - |MC| =
= | MC, || MC] | = d**). Se puede demos-
trar que los puntos A, B’, C’ se hallan en las
reclas B[], C;A;, A B/, respectivamente, ade-
mas, MA’, MB’, MC’ son, correspondiente-
mente, perpendiculares a estas rectas. De
esta manera, en el A4 BC] las distancias
desde M hasta los vértices son iguales a
d® a2 d2 p
s 5 o Indentrasque hasta los lados opucstos,

d* d* g2 ;

& Empleando la designaldad del
punto b), obtenemos la designaldad requerida.

e} Adoptenws en la desigualdad (1) &=

. A ryt
=c¢, == 1; eutonces, a, = 2lsen—-. Tondremos

2 o —i—A—- (- v). Al oblener las desigual-

2 &M —2—

*) Escta transformacidn se llama inversién, Véase
la observacién a la solucién del problema 11.240,
agsi como el Apéndice al linal del libro,
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dades andlogas para y ¥ z y multiplicindo-

las, obtencmos: ryz > - = %
8 sen —5— sen 5 sen -

X () v+ w) (wt+u) _-g—; {e+v) (- 1) x

; . B
X (w+u) ( la igualdad sen -—‘:,21 - Setl 5 - 5011% =

~ se ha demostrado al resolver I.240).

4R
f) De la desigualdad aducida cn el punio

anterior se deduce: ;z.'yz;:/:% 2V w21 vwx

X 21 wu = -ﬁiuvw.

g) Al dividir una por otra las desigualdades
de los puntos d} y f), oblenemos la desigualdad
que se demuesira.

Observacion. En la desigualdad del punto
a) la igualdad se logra para cualquier trian-
gulo acutangulo, cuando M ceincide con el
punto de interseccidon de las alturas del Lri-
angulo. En los puntos b), ¢), d) y g) la igual-
dad se obticne para el tridngnlo equildtero,
cuando A es el centro de este triangulo. En
los puntos e) y f), Ia igualdad se logra en cual-
quier triangulo, cuando M es cl centro de la
circnnferencia ingerita.

I1.380. Examinemos la clase de los tri-
angulos semejantes entre si. En calidad del
representanie de esta clase elijamos tal tri-
dngulo ABC, enel cnal |AB | =0, | BC | =
=u, | AC | = i;ademis, u < v < 1. De este
modo, a cada clase de tridngulos semejantes
eutre si le corresponderd ¢l punto 2 en el inte-
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rior del triangulo curvilineo CDE, donde D es
el punto medio de AC, el arco £C es un arco
de ta circunferencia con el centro en el punto
A yradio 1, £D | AC (fig. 66). Llamaremos
el trianguio ABD dzquicrdoy y el tridnguio
BDC, «lerechos. Examinemos el procese deseri-
to en el planteamiento del problema: ademas,

\6’
7
7 e i
M
X W o
& - S 8,
X %5
Y z
A L ) C
Fig. (6

a cada paso dejaremos sélo los tridngulos, para
los cuales no heinos encontrado tridngulos seme-
jantes. Para cada triangnlo {omaremos un re-
presentante de la clase que aquél define, descrita
anleriormente. Supongamos que X, Y, Z son
los puntos medios de AB, DB, CB, respectiva-
mente, m = | D5 |, & es ba altura del A48C.
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Para los triangulos «derechos» son posibles
Lres €asos.

D12, m<12 6 ugm, 12 m,
es decir, el lado més grande es DC o BD. Este
caso tiene lugar, si £ se encuentra cn el inte-
rior de la figura DMFC, donde DM es el arco
de una circunfercncia de radio 1/2 con el cen-
tro en ¢l punto C, FC es la parte derecha del
arco EC, |DM|=|MC|=1/2, DC ¥y
M son segmentos, FM | DC. Ademés, cl
arco MC (cuyo centro es D) separa laregidn,
para la cual en el ADDC el lado més grande
es DC, de la region, para la cual el lado méas
grande es DM. El representante del ADBC
enr este caso tiene la altura igual a 2k, si el
lado mds grande es DC, o

h h h '

- = — i= = q, (") I,
Sm? # 2| DB, %_2 e )
g ()y>1 si h<< V7/4.

2) w>m, u>1/2, v > 2m. Nolemos que
la igualdad v = 2m tiene lugar en la circun-
ferencia con el didmetro LC, donde | AL | =
= 1/3. En el interior de esta circunferencia
v > 2m. Este caso tiene lugar, si el punto B
se halla en el interior del tridugulo curvilineo
DKEN (KN y ND son avcos, DK ¢s un seg-
mento). Puesto que el tridngulo DZC cs seme-
jante al tridngulo de partida 4 BC, examinemos
solo el ADZB. Su lado 1nas grande es DZ
ignal a v/2. Su representante tendra la altura

. I . };2 h h —
igunal a TORE g 1 48,2 Z EENEE
- L = qy (k) by 7,y (h) > 1.

5,94 (473) | 1/0—ne
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N =12, u=mev<< 2m. En cste caso
en ol ABZD el lado més Orautle es BD igual a
m y no hay necesidad de continuar examinan-
do las demas partes del ABDC, puesto que el
ABYZ es semejante al ABDC, mientras que
el ADYZ cs semcjante al AABD (ya no exa-
minamos el ADZC).

Para los triangulos «izquierdos» hay dos ca-
sos posibles, andlogos a los casos 2 y 3 para
los tridngulos «derechosy.

2"y 5i B se halla en el interior de la figura
DKNC, para los estudios ulieriores dejamos el
tridngulo DX B igual al triangulo DZB; su
representante tiene wina altura no menor que
gs (R) 2

3) Si B se encuentra fuera de la figura
DKNC, el cstudio ullerior de las paries del
AABD se termina.

Notemos que el coeficiente ¢, (2) con el cre-
cimiento de 2 aumenta, mientras que g, {(h)
decrece y pasa a ser igual a 1 en el punto 7,

h = Y74 Tomemos los puntos P y Q en FM
y el arco FC suficientemente proximos a F. En
el interior de la figura BLXNMPQB, se cum-
plen las desigualdades g, () = ¢o, ¢2 () = go»
go = 1. Por consiguiente, el coeficiente de cre-
cimiento 2 en todos los casos no es menor que
go, v dentro de un nimero finito de pasos o pa-
ra todos los tridngulos examinados tendra lu-
agar el caso 3, o hien el vértice del triangulo
estard en el interior del tridngulo curvilineo
PFQ. La siluacion, cuando el punto B sc
encuentra en el interior de PF(Q se examina
facilmente por separado. Ademas, hace falta
examinar los triangulos «derechosy. Es sufi-
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ciente cumplirIa condicién | FP | <V FM | =
= —I—'—Z-u En el ABDC el lado 81D, igual
a m, es el mas grande: h* < 7/16. Es fdcil
mostrar que al represenlante de la clase de
Lridngulos semejantes a BDC le corresponderd
un punto dispuesto fuera del (ridngulo curvili-
neo PFQ. Y como en este caso la altura no dis-
minuira, para ambas parles del ABDC lendra
lugar el caso 3. Con esto concluye la demostra-
¢ion de la primera parle.

La segunda parte se deduce del resultado
del problema T1.327, asi como del hecho de
que todos los triingulos, que se examinan des-
pués de la primera divisién, tienen un repre-
sentante, cuyva alinra no es menor que 2, vy,
por consiguiente. el &ngulo minimo no es me-

nor que L BAC > %LBIAC == —;—LBA £

11.38%. Enunciemos y demostremos ¢l re-
sultado mas expresivo, que el que se necesita
segiin la condicién, obtenido por M. D. Kova-
liov. IEntre todas las figuras convexas gne cu-
bren cualquier tridngulo con los lados gque no
superan la unidad, ¢l drea minima la tiene el
tridngulo ABC, en el cval 24 = 60°%
| AB | =1 y la altura bajada sobre AFB es
igual a cos 10°. El drea de este tridngulo cs

ioual a % cos 10° =~ 0,4924.

1) Notemos gue para nosotros es suficiente
encontrar un tridngulo que cubra cualguier
triangulo isosceles, cuyos lados son ignales a
1 v el éngulo @ entre ellos no supera a 60
Esto se deduce del hecho de que cualquier tri-

430



a&ngulo, cuyos lados no superan a §, puede cu-
brirsecon un leiangule isdsceles de Lipo indicado.

2) Demostremos que cualquier {ridngulo
isosceles indicado en el punto t) puede cubrirse
con el AABC. Construyamos una circunferen-
cia con cl centro en el punto C y el radio 1,
Sean K, L. M y N los puntos sucesivos de su
interseccion con CR, BA y AC (L v M se hallan
en BA), £ LCM = £ MCN = 20°. Por consi-
guiente, los triangulos isésceles con el angulo
0 < ¢ << 20° se cubren con el sector CHMN,
mientras que los tridngulos, en los cuales
20° <C @ < £.C se cubren por el AABC, si los
extremos de la base se toman en los arcos KL
y MN y el tercer vértice, en el punto C. Cons-
truyamos alora la circunferencia de radio
unitario con el centro en el punto A. Esta cir-
cunicrencia pasa por ¢l punto B, por segnnda
vez corta BC en el punlo P, y el fado AC, en
el punto Q. Obtenemos: / PAB = 180° —
— 24 B < LC, puesto que B es el angulo
maximo del AABC. Por consiguiente, al to-
mav el vértice del tridngulo isésceles en el pun-
to 4 y los extremos de la base en el punto 8
y en el arco PQ, se puede cubrir cualquier
treiangulo isésceles, para el emal Z2.€ << ¢ <
< 607 (incluso 180° — 2 £/ B < g < 60°).

3) Demostremos que para cualquier dispo-
steion del tridngulo isdsceles DEF, en el cual
LDEF = 20°, |DE | = | EF | = 1 y del tri-
angulo eqnildtero XYZ con el lado 1 en el
plano, el drea de la figura convexa minima
que conliene los tridngulos DEF v XYZ no

l .
€S Menor que Cos 10°. Primero notemos que
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el fado del triangulo regular minimo gque con-
tiene DEF, es igual a ]ig cos 10°. (s valida

la afirmacion siguicnte: si es posible situar
un tridngule en el interior del otro, se puede
disponerlo de manera que dos de sus vértices
se encontraran cn losiados del tridngulo mayor.
No vamos a demoslrar esta afirmacion gene-
ral. Es suficiente comprobar su validez en el
caso, cuando uno de éstos cs el ADEF, mien-
tras que el olro ey regular. No es dificil hacer-
lo.} Examinemos ahora el tridngulo regular
minimo X,Y,Z, con los lados paralelos a los
del tridangulo XY Z que conticne los tridngulos
DEF y XYZ. El lado del tridngulo X,V ,Z,

2 o -
no es menor (que 7 cos 10°, mientras gue la
4

altura no es menor que cos 10°. En los lados
del AX,Y,Z, quc no contienen los lados del
A XYZ, deben hallarse los vértices del ADEF.
Por consiguiente, 1a suma de distancias a par-
tir de los vértices del ADEF que se encuentran
fuera del A XYZ, hasta los lados correspondien-
tes del AXYZ no es menor que cos 10° — L;E,
mientras que el drea del poligono convexo mi-
nimo que conliene el ADEF y el AXYZ, no

1 o ]/-{TE ]/.ﬁ o
es menor que f(cos 10 -—-—2—) + T =

== -;-c.os 10°. (M. D. Kovaliov demostrs tam-

bién que la cobertura convexa de drea minima,
enconirada por nosotros para los tridngulos,
cuyos lados superan la unidad, es la tnica.)



Apéndice
Definicion de la inversidn

Examinemos en el plano una circunferencia
a con el centro en el punto O y el radio R.
Para cada punto A distinto de O determine-
mos el punto A’ de la manera siguiente. El
punto A’ esta dispueslo en el rayo OA; ade-
mas, | OA’ |-| OA | = R? De este modo, para
todos los puntog del plano, a excepcién del
punto O, se plantea la transformacién que 1la-
maremos inversiin respecto a la circunferencia
a. Esta transformacion se llama también si-
metria respecto a la circunferencia y los puntos
A y A’, puntos simétricos respecto a la circun-
ferencia o.. (Si la recta se considera como una
circunferencia de radio infinito, entonces la
simetria respecto a la recta puede representarse
como el caso Jimite de simetria respecto a la
circunferencia.) El punto O se llama centro
de la inversion y la magnitud & = R?, poien-
cie de la inversién. Es evidente que los puntos
A y A’ se cambian de lugares, A pasaa d’, 4’
pasa a 4. Todos los puntos de la circunferen-
cia o, y solamente ellos, permanecen inmovi-
les. Los puntos interiores de la circunferencia
¢, pasan a ser exteriores y viceversa.

Se puede «completar» el plano con «un
punto infinitamente alejado» (oc) y considerar
que durante la inversi6én el punto O pasa a
co, mientras que oo pasa al punto O.

En lo uilterior, designaremos los puntos, a
los cuales los puntos 4, B, C . . . pasan duran-
te la inversién, por 47, B’, C' . ..
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Propiedades de la inversion

Enumeremos algunas propiedades princi-
pales de la inversién, dejando sin demostrar
las més evidentes y simples y trazando el es-
quema de razonamientos en todos los demds
casos. (Al lector le toca completar los razona-
mientos con los eslabones que faltan. analizar
las diferentes variantes de disposicion de las
figuras, asi como realizar los cdlculos y los
dibujos.)

1. Una recta quc pasa por el cenlro de
la inversion, se transforma en st misma.

2. Si los puntos O, A y B no se hallan en
una recta, los tridngulos O4B y OB’A’ son
semejantes. Son homologos los vértices 4 ¥
B, By A'. Ademias, |A'B" | = (k| AB )/
/| OA || OB |.

Notemos que la Gltima igualdad es vilida
también si los puntos O, 4 y B se encuentran
en una recla.

3. La recta que no pasa por el centro de la
inversién O, se transforma cn la circunferencia
que pasa por 0. Ademds, si I es una recta dada,
A es el pie de 1a perpendicular hajada desde O
sobre I, entonces { se transforma en la circun-
ferencia con el didmetro OA4’.

Tomemos un punto arbitrario B en /. De
la semejanza de los iridngulos OAB y OB'A’
(propiedad 2} se deduce que LOB'A" =
= L 04B = 90°.

4. La circunferencia @ que pasa por el
centro de la inversion O, se fransiorma en
la recla perpendicular a otra recla que pasa
por O y el centro de la circunferencia o.
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3. Si la recta [ y la circunferencia ® se
tragsforman una en otra en caso de inversién
con el centro cn O, la langente a @ en ¢l punte
O es paralela a /.

6. La circunierencia o que no pasa por 0,
se transforma en la circunferencia ®' que
tampoco contiene 0. Ademas, O es el centro
exterior de semejanza de las circunferencias o
y ®.

Para demeostrar lracemos por O una recta y
designemos por 4 y B los puntos de su inter-
seccion con fa circunferencia {en particular, se
puede considerar que 4 ¥ B son puntos diame-
tralmente opuestos de ®). Supongames que B
s¢ halla en el segmento OA. Entouces, 4’ per-
tenece al segmento OB'. Si C es un punto arbi-
trario de la circunferencia, comsiderando la
semejanza de los tridngulos correspondientes
(propiedad  2), tendremos L A'C'B =
= LOC'B" — LOC'A" = LOBC —LOAC=
= L ACB. :

Puesto que el nimero de puntos de inter-
seccion de dos lineas en caso de inversién no
varia, entonces:

7. Dos circunferencias tangentes, en caso
de inversién y conforme a la posicién del centro
de la inversion, se lransforman en:

a) dos circunferencias tangentes {si O no ge
halla en ninguna de cllas);

b) una circunferencia y una recta langente
a ésta (O se sitta en una de las circunferencias,
pero no coincide con el punto de tangencia);

e) un par de rectas paralelas (O coincide
con el punto de tangencia).
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Angulo enfre circunferencias

Llamase angulo entre dos circunferencias
que se intersecan, al angulo comprendido entre
las tangentes a las circunferencias, las cuales
pasan por wno de los puntos de inlerseccion de
ézlas. Llamase dngulo entre la circunferencia
¥ la recta quie la interseca, al dngulo compren-
dido entre esta recla y la tangente a la circun-
ferencia, la cnal pasa por uno de los puntos de
interseccién. Ademads, se puede considerar que
el angulo entre las rectas no supera a 90°.

Es evidente que, al determinar el angulo
entre las circunferencias, la eleccion del punto
de interseccion no tiene importancia. Tam-
bién es evidente que el dngulo entre las cir-
cunferencias es igual al dngulo entre los radios
trazados hacia el punto de interseccidn.

8. En caso de inversion se conserva el dngulo
entre las rectas, es decir, el dngulo entre las
rectas es igual al dngulo entre sus imagenes.

Si el centro de la inversién coincide con el
punto de interseccidn de las reclas, la afirma-
cion es {rivial. Pero si este centro no coincide
con el punto de interseccion de las rectas, la
misma se deduce de la propiedad 5 y de la de-
finicion del angulo entre dos circunferencias o
entre una circunferencia y una recta.

9. En caso de inversion ¢l angulo enlre dos
circunferencias es igual al dngulo ewotre sus
imagenes.

Examinemos el caso. cuando el centro de
la inversion no se halla en las circunferencias
dadas. Supongamos que 4 es uno de los pun-
tos de interseccion de las circunferencias w, y

436



@3, { ¥ 1, son las tangentes a ®; ¥ ®,, respec-
tivamente, que pasan por 4. Supongamos
adicionalmente que el centro de la inversion Q
no se halla en las rectas I, y I,. En caso de
mversién con el centro O las circunferencias
®) ¥ 0, se transformaran en las circunferenciag
®; ¥ w),, respectivamente. mientras que las
rectas I, v I, en las circunferencias I, y I,
tangentes a ®; y o;. respeclivamecate, en el
punto de su interseccion A’ (propiedad 7),
es decir, el angulo entre ] v I es igual al 4n-
gulo entre ®, y @, y, puesto que el &ngulo
entre 1| y I es igual al dngulo entre [, v I,
(propiedad 8). entonces el angulo entre ) vy
w, es igual al dngulo entre o, y ©,.

10. Si las cireunferencias o y ® son orto-
gonales, es decir, el dngulo entre ellas es igual
a 90°, en caso de inversion respecto a «, la
circunferencia ® se transforma en si misma.
Y viceversa, en caso de inversién respecto a la
circunferencia o la circunferencia @ que no
coincide con a, se transforma en si misma,
entonces ¢ ¥y o son ortogonales.

Es evidente que la altima propiedad es si-
métrica respecto a &« v @. Los radios de las
circunferencias @ y ® son iguales, respectiva-
mente, a las tangentes trazadas desde el cen-
tro de wna circunferencia hacia otra.

Basindonos en la propiedad 10, podemos de-
finir la inversién de la manera siguiente. Todos
los puntos de la circunferencia o se transfor-
man en si mismos. Pero si 4 no pertenece a «
¥ 1o coincide con su centro, sera imagen del
punto 4 el punto 4’, el segundo punto de in-
terseccion de cualesquiera dos circunferencias
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ortogonales a =, las cuales pasan por 4. Ahora
se comprende el sentido del segundo nombre
de la inversién, definida como simotria res-
pecto a la circunferencia. De esta definicién
y de la propiedad de inversién de conservar el
angulo entre las circunferencias que se inter-
secan. se dedunce que:

11.Para cualquier eircunferencia o y dos pun-
tos A y B que se transforman uno en otre en caso
de inversién respec{n a m, seran sus imdgenes
en caso de inversién respecto a la circunferepeia
o, cuyo cenlro no pericnece aw, la eireunferen-
cia w ylos puntos A"y B’, que pasan uno a
otro ey caso de inversién respecto a »'. Pero st
el centro de « se halla en w, enlonces o pasara
a la recta [ y los punies 4 y B, alos puntos 4’
y B, simétricos respeclo a [.

Eje radical de dos circunferencias

Resolvamos el probiema siguiente.

Se dan dos circunferencias no concéntricas
®; ¥ ®,. llallar el Iugar geométrico de los
puntos A, para los cuales las tangentes traza-
das hacia las cirennferencias ®, y @, son
iguales entre si.

Solucion. Supongamos que O, y O, son los
cenlros de las eircunferencias @, y 0y, 1, v 74
son sus radios, 4, v 4, son los puntos de tan-
gencia. Tenemos |MO, P — [ MO, | =
=(|MA; P+ 8By~ (|Mds P+ 1) =22 —
— ri. De esta manera. todos los puntos perte-
necen a una recta perpendicular a 0,0,. Esta
recta se llama eje radical de las circunferencias
¢ ¥ @,. Para concluir la resolucion de nuestro
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problema nos queda determinar (qué puntos
de la recta encontrada satisfacen a su condi-
cién? Se puede mostrar que si las circunferen-
cias no se 1ntersecan, conviepen todos los
puntos del eje radical. Pero si ©, v v, se in-
tersecan. el eje radical contiene su cuerda co-
min; todos los puntos de la cuerda corn(n no
forman parte del lugar buscado de puntos.
Respectivamenle, en caso de tangencia entre
o, v ®, se excluye el punto de tangencia.

Lxaminemos la circunferencia o con el
centro 3 en el eje radical de las circunferencias
®, ¥ ©, y elradioigual ala longitud de la
tangenle frazada desde M hacia 0w, 0 @.. (Su-
ponemos que A7 se encuenira fuera de o; ¥
op.) La circunferencia o es ortogonal a las
ciccunferencias @, v w,. De esta mancra, los
puntos del eje radical dispuestos fuera de las
circunferencias @, y o,. si éstas se intersecan
o son tangentes. son el lugar geométrico de los
centros de las circunferencias ortogonales si-
multdncamenle a ®; v ©,. ntientras que la in-
version correspondiente transforma cada una
de éstas en si misma.

Ahora demostremos una propiedad méas de
la inversion,

12. Si las circunferencias o, y ®, no se in-
tersecan, existe una inversién gue las transfor-
ma en c¢ircunferencias concéntricas.

Tomemos la circunferencia « ortogonal a
®; ¥ o; con el centro en la recta ! que con-
tienpe los centros de @, y ®,. Puesto que las
circunferencias w; y @, no ge intersecan. seme-
jante circunferencia o existe. Sea que O es uno
de los puntos de interseccidon de la circunferen-
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cia ¢« con Ja recta I. En caso de inversion con
el centro en O la recta I se (ransforma en si
misma, mientras que la circunferencia o, en
la recta p. Las rectas I v p se intersecan y son
ortogonales a las circunierencias o; y w, que
son las imAgenes de w, y ©, en caso de inver-
sion respecto a «. De aqui se deduce que los
centros de o] y @, coinciden con el pumto de
interseccién de las rectas I y p, es decir, o
y o, son circunferencias concéntricas. (De-
muéstrese gque si la recta es ortogonal a la cir-
cunferencia, ella pasa por su centro.)

Aqui es oportuno hacer una ohservacién.
Cualquier circunferencia ortogonal a o; y @,
o sea, a las circunferencias concénlricas, es una
recta, 0 sea, una circunferencia de radio infi-
nito. Por consiguiente, en caso de inversion
respeclo a la circunierencia « todas las cir-
cunferencias ortogonales a ®; ¥ @, deben trans-
formarse en rectas. Por consiguiente, todas las
circunferencias ortogonales a w; y , cortan
la recta I en dos puntos fijos.

13. Para cualesquiera dos eircunferencias
®; ¥ ®, existe por lo menos una inversion
que las transforma una en otra. La circun-
ferencia que define esta inversion, se llama
circunferencia complementaria de @, y ®,.

A continuacién vamos a enunciar el teore-
ma 13 de un modo mas preciso. Si 0, ¥y ©, se
intersecan, existen precisamente dos inversio-
nes, para las cuales ®; se transforma en o,
y viceversa. Pero si ®; y ®, entran en con-
tacto o no se intersecan, hay una sola inver-
sion semejante,

Examinemos al principio el caso de las
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circunferencias que se intersecan. Hagamos la
inversién 7 con el cenlro en uno de los puntos
de su interseccidn. ®, ¥y w, se transformarin
on las rectas I, y I, que se intersecan. Las rectas
{; y I, ticnen dos bisectrices, respecto a las
cuales I, y I, son simétricas. Por consiguiente
(propiedad 11). para la misma inversién 7,
cstas bisectrices se transformarin en dos cir-
cunferencias, respecto a las cuales ®, v @,
son siméiricas.

Si @y y w, no se intersecan, existe la in-
version I (propiedad 12) que las (ransforma en
las circunferencias concénlricas o, y o). Su-
pongamos que O es el centro de &, v @), 7y ¥
r, son sus radios. La inversién respecto a la
cilﬁx_nferenoia o' con el centro en @ v el radio
Vrr, transforma o, ¥y @, una en otra. Para
la inversion [ la circunferencia o’ se transfor-
mara en la circunferencia buscada a, respecto
a la cual o; ¥ w, son simétricas.

Al concluir este apartado demos la
definicién del centro radical de tres circunfe-
rencias. Examinemos tres circunferencias oy,
@, V g, Ccuyos centros no seYhallan en una
recta. Se puede demostrar que los tres ejes ra-
dicales que corresponden a tres pares de estas
circunferencias, se intersecan en el mismo pun-
to M. Este punto se llama centro radical de las
circunferencias wy, ®, y ws. Las tangentes tra-
zadas desde M hacia las circunferencias o,
®, ¥ ®5 son iguales entre si. Por lo tanto, la
inversion correspondiente con el centro en A
transforma cada circunferencia ®,. ©, y w;
en si misma.
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Problemas y efercicios

1. Hallese la imagen del cuadrado para la
inversion respecto a la circunferencia inscrita
en éste.

2. Se da el tridugulo AA5C. Hallar todos
los puntos O tales que la inversién con cl
centro en @ transforme las rectas A5, BC v
CA en las circunferencias de radio igual.

3. Sea que A’, B'. €’ son las imfgenes de
los puntos 4. B. C, respectivamente, para la
inversién con el centro en el punto O. De-
mostrar que:

a) si O coincide con el centro de la circun-
ferencia circunscrita alrededor del AARC,
entonces el tridngule A'B'C’ es semejante al
tridngulo 4 BC;

b) si O coincide con el centro de la circun-
ferencia inscrita, entonces el tridngulo 4’ B'C’
es somejanie al triangulo con vértices en los
centros de las circunferencias exinscritas;

¢) st O coincide con el punto de interseccion
de las alturas del triangulo ABC, entonces
el tridngulo 4'B'C’ cs semejante al tridangulo
con vértices en las hases de las alturas del
triangulo.

4. Los punios 4 ¥y A’ son simétricos res-
pecto a la circunferencia ¢, M es uin punto ar-
bitrario de esta civcunferencia. Demostrar que
Ia razén { AM |/} A'M | es constante.

5. En la circunferencia o se trazan dos
diametros perpendiculares. Las rectas que unen
los extremos de un didmetro con un punlo ar-
hitrario de la circunferencia o, cortan el se-
gundo didmetro y su prolongacién en los pun-
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tos A v A’. Demosirar gue A4 y A’ son simé-
tricos respecio a la circunferencia o.

6. Demostrar que si la circunferencia o
pasa por ¢l centro de la ecircunferencia «, Ia
tiagen de @ en caso de inversion respecto a e
es su eje radical.

7. Se da una circunferencia y dos puntos A
y B en ésta. Examinemos los pares posibles de
circunferencias que son tangentes a la dada
en los puntos A y 5 y son tangentes entre si
en el punto M. Hallar el lugar geométrico de
puntos M.

8. Se dan dos circunferencias langentes.
Una circunferencia arbitraria es tangente a
ana de éstas en el punto 4 y a otra, en el
punto 2. Demoslrar que la recta AR pasa por
un punto fijo del plano. (En caso de circunfe-
rencias iguales A7 es paralela a la recta que
pasa por sus centros.)

9. Se dan ftres circunferencias «,, «, O3
que pasan por ui punto. Se conoce que la recta
que pasa por los puntos de inferseccién de las cir-
cunferencias a; vy o, conticne el centro de la
circunferencia =3 la recta que pasa por los
puntos de interseccion de «w, y @, contiene el
centro de la circunferencia «,. Demostrar que
la recta que pasa por los puntos de interseccion
de @; v a,. contiene el centro de la circunfe-
rencia .

10. Se dan dos ciccunferencias @, y ;.
Examinemos dos circunferencias arbitrarias
Ltangentes a las circunferencias ®; y , en
ciertos puntos, que se tocan en el punte 7.
Hallar el lugar geométrico de puntos M.

11. Demostrar que con ayuda de la inver-
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sion cualesquiera dos circunferencias pueden
trausformarse en circunferencias iguales.

12. Demostrar que con ayuda de la inver-
sién log cuatro puntos A, B, €, D, que no se
hallan en una recta, pueden lransforimarse en
vértices de un paralelogramo.

13. La inversién respecto a la circunferen-
cia con el centro O y el radio R transforma la
circunferencia con el centro 4 y el radio r
en una circunferencia con el radio r’'. Demos-
trar que ' = (rR*/)| 04 |2 — r? |.

14. En un plano se dan cuatro puntos A,
B, €, D. Demostrar que |AB | |CD |+
+ 1AD |-} BC | = | AC |-| BC |.

15. En el tridngulo ABC el lado AC es el
mias grande. Domostrar que para cualguier
punto A es valida la designaldad | AM | +
+ | CM | = | BM |

16. Demostrar que lodas las circunferencias
que pasan por el punto dado A y cortan la cir-
cunferencia « en los puntos diametralmente
opuestos, contienen un punto fijo mas, dis-
tinto de A.

17. Se dan cuatro puntos 4, B, C, D. De-
mostrar que el angulo entre las circunferencias
circunscritas alrededor de los tridngulos ABC
y BCD es igual al dngulo entre las circunfe-
rencias circunscritas alrededor de los trifin-
gulos CDA y DAB.

18. La circunferencia o pasa por el centro
de la circunferencia o. 4 es un punto arbitra-
rio de la circunferencia . La recta que pasa
por 4 y el centro de la circunferencia o,
corla Ia cuerda comin de las circunferencias «
y @ en el punto 4°. Demostrar que 4 y A’
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son simétricos respecto a la circunferen-
cia a.

19. Se dan dos circunferencias que no se
cortan y no conticnen una a ofra, ¥y punto 4
dispuesto fuera de las circunferencias. Demos-
lrar ¢ue existen precisamente cuatro circun-
ferencias (entre éstas también pueden figurar
cectas) que pasan por A y son tangentes a las
circunferencias dadas.

20. Sea que s es el drea de un circulo, cuyo
centro se halla a una distancia e del punto O.
La inversién respecto a la circunferencia con
el centro O y el radio R transforma la circun-
ferencia dada en una civcunferencia con un
drea s’. Domostrar que s’ = s-RY(a®> — R?)%.

21. Se dan dos circunferencias que entran
on contacto entre si. Iixaminemos otras dos
circunferencias tangentes a las dadas y entre
si. Sea que r; y r, son los radios de dos lti-
mas circunferencias y 4, y d,, las distancias a
partir de sus centros hasta la recta que pasa
por los centros de las circunferencias dadas.
Demostrar que

o 2 =2 o bien i’;--}-—'51—1—-;2.
Lg" ry Fa r1

22. Supongamos que ©y; y ®, son dos cir-
cunferencias que entran en contacto. Exami-
nemos la sucesién de diferentes circunferencias
B s Bovs v we B 5 5we CAdN uing de las
cuales es tangente a ©, ¥ @, ¥, ademds, la
circunferencia ) 4+, es langente a la circun-
ferencia ap. Designemos los radios de las cir-
ennferencias Wgy Cpy o v w5 My PO Los Ty o v
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ceor Tuy o .o ¥ las distancias a partir de
sus cenlros hasta la recta que pasa por los
centros de @, ¥ @y, por dy, &y, .. ., dpy . - .
Expresar d, por r,, si:

a) dyp = 0 (este caso es posible, si 0, ¥ 0,
son tangentes interiormente);

b) dy = kr,.

23. Suponganios que o, y a, son dos cir-
cunferencias que se intersecan; 4 y B son sus
puntos de inlerseccion; o es una cireunferen-
cla arbitraria tangente a o, v &, r ¢s el radio
de la circunferencia @:; d es la distancia a
partir de su centro hasta la recta AB. De-
mostrar que la razén r/d ypuede lomar sélo
dos valores diferentes.

24, Se dan dos circunferencias o, y a,
(que no se inlersecan, y un juego de circun-
ferencias w,, ®,, ..., @, tangenies a oy ¥
%y, ademas, w, es langente a w,; ®, es tan-
gente a w,, ..., @, es tangente a w,_,.
Diremos que el sistema de circunferencias
Wy, @y, ..., ®, lorma una cadena, si w, v
wy tienen contacto entre si. Demostrar que, si
para las circunferencias @, y a, existe por lo
menos una cadena de n circunferencias, en-
lonces existe una cantidad infinita de cade-
nas. Ademas, para cualquier punto 4 en cual-
quier circunferencia o, o o, existe una cadena,
para la cual 4 os el punto de tangencia de una
de las civcunferencias de la cadena.

25, Demostrar que si para las circunferen-
clas o, y o, existe una cadena de 2 circunfe-
rencias que no ge intersecan {véase cl proble-
ma 24), enlonces (R =+ r)* — d&* = 40r1p® X
X (n/n), donde R v r son los radios de las
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circunferencias o, y a,, d es la distancia entre
sus centros. (Bl signo «—» se Ltoma, si una de
las circunferencias se encuentra en el inte-
rior de la otra; se toma el signo «+», en el
caso contrario.)

26. Examinesos tres circunferencias, cada
wna de las cuales ey tangente a tres circunfe-
rencias exinscritas de cierlo tridngulo; ade-
mis, cada una de estas circunferencias tiene
contacto con una circunferencia exinscrita por
el interior y con dos circunferencias, por el
extlerior. Demoslrar que eslas tres circunfe-
rencias concurren en un punto.

27. Supongamos que dy, d,, ..., d, son
las distancias a partir del punto M, dispucsto
en el arco 4,4, de la circunlerencia cir-
cungcrita alrededor del poligono regular de n
lados A4, ... A,, lasta los vértices
Agi-Ags  vay A,,_i [
Demostrar que ?;3?+?1:£“+ i
- dld"l :

28. Supongamos que «, @y, . . ., Gy_y 2,
son los lados 4144, A, As, ..., A, 4A,, 4,4,
del poligono de » lados 4,4,, . . ., 4,, inscri-
to en la circunferencia, py, pyy - . .y Pty Po
sou las distancias a partir de un punto arbi-
trario M dispuesto en el arco 4,4, de la cir-
cunferencia, hasla las reclas 4,4,, 4 sl 5,

i
=7 dp_sdy

ceey Ap Ay, A,A,. Demostrar que B =

o
Sl 8 o, e SEe
1351 P2 Pn-1

-~
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indicaciones y resoluciones

2. Hay cuatro puntos que poseen la pro-
piedad requerida: son los centros de la cir-
cunferencia inscrita en el tridngulo y de tres
circunferencias exinseritas.

3. b) Demuéstrese la semejanza de los tri-
dngulos OAB y OI,I,. Ahora, dc la propiedad 2
se deducird el paralelismo de las rectas A'B’
¢ ]aIb'

7. Supongamos que & y f son circunferen-
cias tangentes a la circunferencia dada ® en
los puntos A y B. Para la inversién con el
centro en 4 las circunferencias ® y « se trans-
formaran en las rectas paralelas I y p; la cir-
cunferencia f, en la circunferencia §” tangente
a I en el punto fijo B y a la recta p en cl pun-
to M’. De esta manera, M’ se halla en Ia rec-
ta que pasa por B’ perpendicularmentie a I.
El lugar geométrico de puntos buscado es la
circunferencia que pasa por A y B y es ortogo-
nal a ®. Los mismos puntos 4 y B sc excluyen.
Su centiro se encuentra en el punto de inter-
seccion de las tangentes a ® que pasan por 4
y B.

8. Supongamos que @ es ¢l punto de tan-
gencia de las circunferencias dadas. En caso de
inversiéon con el centro en O estas circunferen-
cias se transformardn en un par de rectas para-
lelag, en las cuales se hallen los puntos A’ y
B'; ademas, el segmento A’ B’ es perpendicular
a ellas. La reclta AB se (ransformari en la
circunferencia circunseriia alvededor del tri-
angulo 4'B’0, la cual, evidentemenle, pasa
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por el punto P simétrico al punto O respecto a
la recta cquidistante de las rectas paralelas
obtenidas.

9. Supongamos que O es el punto de inter-
seccion de las civcunferencias oy, oy, ag; 4, A,
A g son, respectivamente, los puntos de inter-
seccidén, distintos de O, de las circunferencias
Ty ¥ s, Oy ¥ &y, Ay ¥ %y En caso de inversion
con el ecentro en O las circunferencias o, oy,
a5 se transformaran en las rectas que forman el
tridngulo 4744, A partir de la condicién
y de la propiedad 3 sc deduce que A0 {
1 A4;, A0 1 A4A,. Por consiguiente, "0 es
el punto de interseccion de las alturas del tri-
angulo 4 A4y A0 1 AA].

10. Si co, y ®, se m!ersecan el lugar geo-
métrico buscado estd formado por dos circun-
ferencias, o sea, las circunferencias complemen-
tarias ®, y ®, (teorema 13), cxcluyendo los
puntos de interseccién de las circunferencias
®; ¥ ®,. Si cllas tiemen contaclo, entonces
aquél esta formado por una cireunferencia
complementaria, excluyendo el punto de tan-
gencia. Para demostrar es suficiente hacer la
inversion con el centro en el punte comun de
las circunferencias ®, y @, Si @, y ®, no
tienen puntos comunes, conviene toda la cir-
cunferencia complementaria. En ¢ste caso ha-
ce falta hacer la inversion que transforme o,
y @, en circunferencias concéntricas.

11. La propiedad necesaria Ia tiene cual-
quier inversién con el centro en la circunfe-
rencia complemenlaria, puesto que esta inver-
sién transforma la circunferencia comnplemen-
{aria en upa recla, respeclo a la cual las ima-
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genes de las circunferencins dadas son simé-
ricas.

12. Examinemas dos ecasog,

1) Los puntos 4, £, C, D se hallan cn la
cireunferencia @. Se puede suponer que los
puntos dados son los vértices sucesivos de un
cuadrildtero inscrito. Sea que O ex el punto de
interseccion de la circunferencia ortogonal a o,
la cual pasa por A y €, con la circunferencia
ortogonal a o, la cual pasa por B y D. En
caso de inversidén con el eentro en O el cuadri-
litero ABCD so transformard en el cuadrila-
tero inscrito A'B'C'D’, cuyas diagonales son
didunctros, cs deciv, 4'8'C’'D’ es un rectan-
gulo.

2) A, B, C, D no se hallan en una circan-
ferencia. Designemos por oy, @z, ©q, ©p
las circunferencias circunscritas alrededor de
los teiangulos BCD, CDA, DABR, ABC, res-
pectivamente. Tomemos Fa circunferencia com-
plementaria para @ ¥ @p que separa los
puntos & ¥ D, vy la circunlerencia complemen-
taria para @, y @c que separa los puntos A
y C. Designemos por O el punto de su inter-
seccion. (Demuésirese que estas circunferen-
cias se intersecan.) En caso de inversion con el
centro O los puntos dados pasardn a los vérli-
ces del cuadrilatero convexo A'B'C’D’, en el
cual cada una de sug diagonales lo divide en
dos tridangulos con circunferencias circunscritas
iguales (véase el problema 11); por consi-
guiente los dagulos opuestos del cuadrildlero son
ignales; de aqui se deduce que A'B'C'D" es un
paralelogramo (demuéstresc).

13. Suponganmos que la recla 04 corla la

7
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circunferencia con el centro en A, en los pun-
tos By C. Entonces, | B'C" | = 2r'. Ahora se
pue—de hacer uso de la {ormula dada en el pun-
to 2.

l[agamos la mw'wm cou el centro A.
’I‘c}.ndlemr_)b | B°C" | + |C'D'}| = |BD |
Luego apliguemos lu formula del punto 2.

15. Del problema anterior se deduce gue
| AC |- | BM | <X | 4B |-|CM | 4- | BC |

| AM |. Puesto que AC es el lado mas
grande, entonces | BM | < ii}g‘ll A CM | 4

1BC} -

FiA(,’p JAM | L | AM |+ ) MO .

i6. Supongamos que A’ se obticne a par-
tir de A cn caso de inversion respecto a la
circunflerencia o. 4, es simétrico a 4’ respecto
al centro de la urcumtel encia o. Demuéstrese
que todas las circunferencias indicadas en el
planteamiento pasan por A,.

17. Magamos la inversién con el ceniro
en A. El primer dngulo sera igual al dngulo
entre la recta 5'C’ v la circunferencia cir-
cunscrita alrededor de B°C'D’; el segundo, al
angulo enive las rectas D'C" y 'D'B’.

18. La inversidn respecto a la circunferen-
cia o transforma la recta 45 en .

19. Hagamos la inversion con cl centro
eu A. Euntonces, la afirmacion del problema
es equivalente a la afirmacion de que dos cir-
cunferencias, dispuestas una fuera de la otra,
Lienen prccisamente cnatro recias tangeates.

20, Supongamos que la recta que pasa por
el cendro de la inversion y el centro de la cir-
cunferencia dada, corta la circunferencia dada
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en los puntos, cuyas coordenadas son iguales a
Z; ¥ iy (el origen de las coordenadas es el
punte O). Entonces,

y _om (m 32}2_

] Ly

g .o Rt R
= (&g — &) Tzt @ — %2

21. Notemos gue para cualquier recta I
que pasa por O, en caso de inversion con el
centro ¢ para una circunferencia arbitraria
s¢ cumple la igualdad dir = d'/r, donde r
y r’ son los radios de la circunferencia dada
y de su imagen, d y d’ son, respeclivamente,
las distancias a partir de sus centros hasta la
recta L. Esto se deduce del hecho de que O es
el centro exterior de semejanza de ambas cir-
cunferencias (propiedad 6).

Volvamos a nuestro problema. Hagamos la
inversifn con el centro cn el punto de tangen-
cia de las circunferencias dadas. Estas nltimas
se transforman en un par de reclas paralelas, la
recta I que pasa por los centros de las circun-
ferencias dadas, es perpendicular a éstas. Las
circunferencias con radios r, v r, se transfor-
maran en un par de circunferencias de radio
igual a r’, que son tangentes una a otbra, asi
como al par de las rectas paralelas obtenidas.
Ahora es evidente que, si los centros de dos
altinkas circunferencias se hallan por nn lado
de I y, para concretar, d, > d;, entonces

¢ ’ » "] r
—f—f- et %j— o i*';—,zr— ~— -d_—f————- 2. Sidsto= ge hallan

1.0 d, i )
por distintog lados, cnlonees T,i—}-?j_:j
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Aprovechemos el resultado del problema
anlerior. Obtenemos en ¢l caso a) d,, = 2nr,;,
en el caso b) son posibles dos respuestas:
dpn=02n4-EBr,yd,=|k—2n|r,.

23. Hagamos ka inversion con el centro en
A; tas circunferencias o; v o, se transforma-
ran en dos rectas I, v I, que se infersecan en el
punto B’ dispuesto en la recta AB. Como se
ha demostrado duranie la solucion del proble-
ma 21, r/d = r’'/d’. Pero r’'/d" es la razén entre
el radio de ta circunferencia tangente a I, y
1,, y la distancia a partir de su centro hasta
la recta fija que pasa por el punto de inter-
seccion de !, v 1,. Por consiguiente, r'/d’ to-
ma 86lo dos valores, segiin cual de dos pares
de dngulos verticales formados por I, v I,
conliene la circunferencia.

24. Hagamos la inversion que transforma
@, ¥ ¢, en circunferencias concéniricas (véase
el teorema 12). Después de esto la afirmacién
del problema pasa a ser evidente. Este teorc-
ma lleva el nombre de porismae de Sieiner.

25. Bi a y o, son circunferencias concén-
tricas con radios R y r, entonces la validez de
la igualdad (R — r)? = 4Rr-tg? (n/n) (d = 0)
se obtiene facilmente de la relacidom evidente:
R —r= (R + r)-sen (n/n), R > r. Hagamos
la inversion, cuyo centro se halla a la distan-
cia a del centro comun de las circunferencias
o, ¥V %y Sea que, para concretar, ¢ > R. Las
circunferencias «; y o, se transformaran en las
cireunferencias o; y «;, a; se halla en el in-
terior de ;. Ademas, segun la férmula del
problema 13, tendremos R = aT_ip;T’ r =
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= ;ﬁf%—ﬁ, donde p* es la poiencia de la in-
version. Para encontrar d' que es la distancia
entre los centros de las circunferencias o] y ),
tracemos una recta por el centro de la inversion
y los centros de a;y a,: el segmento de esta
recta, comprendido entve los primeros dos
puntos de interseccién con las circunferencias
%3 ¥ %y, €5 igual al espesor del anillo (8 — 7).
En caso de inversién aguél se transformard
en un segmento con longitud

(R—r})p*

.= ——-———-————-—-—(a - ?‘) (d —-R)

(vease el punto 2); por consi-

. ; ’ R g 4 ¥
guiente &' = |R' —r' —bj = as__pﬁa - az_p_,z e
(H=rp* | a{R2—rYp2

(e—ryla—R) |~ {(a®—r?) (a®—-R?) Luego,

sugtitiyendo R’ v r’, segiin las férmulas lia-
lladas anteriormente oblenemos

v ar_ (R—2){a* L Ar)p*
B = —mw—my -

Tenemos que comprobar la validez de la igual-
dad (R' — r')* — (d')® = 4R'r' (g® (n/n). Ex-
presando fodas las magnitudes gue figuran en
ésta, por R, r, a, p y simplificando, reduzea-
mos a la igualdad (R — r)? (a® + Rr)® —
—(R—1a® (R 4+ = 4Rr(a* — 1Y) x
X (@ — R®)1g? (n/n). Pero (R — r)? =
= 4Rr g (m/n). Por consiguiente, hay que
comprobar que (¢® -+ Br) — * (R + r)? =
= (a* — r®} (a®* — R*. Es facil hacerlo.

Il caso a << R es idéntico al examinado.
Pero si r << a << R, entonces a, y a, se sitiian
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una fuera de otra v en la formula dada en la
condicion hace falla tomar el signo «+».

26. Hagamos la inversién con el centroen
el centro radical de las circunferencias exin-
scritas, en cuyo caso fas ¢lrcunferencias exiuo-
scritas se transforman ensi mismas. En caso de
esta inversion las rectas, on las cuales yacen
Jos lados del tridngulo, se transformarin en
las circunferencias, las cuales se indican en
la condicidn. Las tres circunferencias pasaran
por cl centro radical de las circunferencias
exinscritas del (riangulo.

27. Hagamos la inversion c¢on el centro en
M y la potencia 1. Ademaés, los puntos
A, A, ..., 4, pasaran a Jos puntos
Ag, Ay, ..., Aj, dispuestos en una recta.
Sea que el Jado del poligonn de n lados
es igual a a. De la férmula del punto 2

se deduce que |4,4,] = ?111’— a;l A A =
1%2 =
1 . , ’ i . g
B A |An-1An| = T |A.4z| =
e rf—in'_”" Introduciendo cstas  expresio-
1%n

nes en la correlacién ovidente |4;4,| =
AP Y R
mos al resultado requerido.

28. Ilagamos la inversion con el centro en
el punto M. Los vértices del poligeno de »
lados dado pasardn a » puntos dispuestos c¢n
una rectla; ademas,

|4, A% = |A{A} + | A4

s
coot {Ano1 AL ()
Designemos por p’ la longitud de la perpendi-
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cular hajada desde el punto M sobre la recta
AA%. A partir de la semojanza de los tridn-
gulos A, MA, y A{MA, (propiedad

\ il An ‘4
2) se deduce que ﬁi—:—=%§-. |44, =
= p'. De manera andloga
1

A:, ’ =£§_ J‘ — A’_ A; :—;.GL"I.‘_ r‘
I,Asl Pzp Jniﬂl Pn—p
|A;A;|=%pt
Introduciendo estas expresiones en la correla-
cién (*) después de simplificar por p’, llega-

mos a la igualdad requerida.






